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Navodila avtorjem za pripravo ¢lankov in drugih prispevkov

« Urednistvo sprejema v objavo znanstvene in strokovne ¢lanke s podrogja gradbeni$tva in druge
prispevke, pomembne in zanimive za gradbeno siroko.

» Znanstvene in strokovne Elanke pred objavo pregleda najmanj en anonimen recenzent, ki ga
doloci glavni in odgovorni urednik.

» Besedilo prispevkov mora biti napisano v slovenséini.
* Besedilo mora biti izpisano z znaki velikosti 12 pik z dvojnim presledkom med vrsticami.
= Prispevki morajo imeti naslov, imena in priimke avtorjev ter besedilo prispevka.

» Besedilo ¢lankov mora obvezno imeti: naslov lanka v sloven3gini (velike Erke); naslov ¢lanka v
angles¢ini (velike Erke); oznako ali je Elanek strokoven ali znanstven; nazive, imena in priimke
avtorjev ter njihove naslove; naslov POVZETEK in povzetek v slovens&ini; naslov SUMMARY, in
povzetek v angle$¢ini; naslov UVOD in besedilo uvoda; naslov naslednjega poglavja (velike érke)
in besedilo poglavja; naslov razdelka in besedilo razdelka (neobvezno); ..., naslov SKLEP in bese-
dilo sklepa; naslov ZAHVALA in besedilo zahvale (neobvezno); naslov LITERATURA in seznam lite-
rature; naslov DODATEK in besedilo dodatka (neobvezno). Ce je dodatkov veé, so dodatki ozna-
éeniSezA, B, C, ifn.

» Poglavja in razdelki so lahko oSteviléeni.

» Slike, preglednice in fotografije morajo biti omenjene v besedilu prispevka, oSteviléene in oprem-
liene s podnapisi, ki pojasnjujejo njihovo vsebino. Vse slike in fotografije v elektronski obliki (slike v
obiéajnih vektorskih grafiénih formatih, fotografije v formatih tif ali jpg visoke lo¢ljivosti) morajo
biti v posebnih datotekah, obi¢ajne fotografije pa priloZene.

+ Enacbe morajo biti na desnem robu oznacene z zaporedno tevilko v okroglem oklepaiju.
* Kot decimalno locilo je freba uporabiti vejico.

« Uporabljena in citirana dela morajo biti navedena med besedilom prispevka z oznako v obliki:
(priimek prvega avtorja, lefo objave). V istem lefu objavijena dela istega aviorja morajo biti oznade-
na Se z oznakami a, b, ¢, ifn.

« V poglavju LITERATURA so uporabliena in citirana dela opisana z naslednjimi podatki: priimek, -
ime prvega avtorja (lahko okrajSano), priimki in imena drugih avtorjev, naslov dela, nadin objave,
leto objave.

» Nacin objave je opisan s podatki: knjige: zalozba; revije: ime revije, zalozba, letnik, Stevilka, strani
od do; zborniki: naziv sestanka, organizator, kraj in datum sestanka, strani od do; raziskovalng -
poroéila: vrsta poroéila, naroénik, oznaka pogodbe; za druge vrste virov: kratek opis, npr. v zaseb- -
nem pogovoru.

» Prispevke je freba poslati glavnemu in odgovornemu uredniku prof. dr. Janezu Duhovniku na
naslov: FGG, Jamova 2, 1000 LJUBLJANA oz. janez.duhovnik@fgg.uni-ij.si. V spremnem dopisu
mora avfor ¢lanka napisati, kakdna je po njegovem mnenju vsebina lanka (pretezno znanstveng,
pretezno strokovna) oziroma za katero rubriko je po njegovem mnenju prispevek primeren. Pri- -
spevke je freba poslati v enem izvodu na papirju in v elekironski obliki v formatu MS WORD in v
8. foCki doloc¢enih grafi¢nih formatih.

Urednisivo
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doc. dr. Janez Reflak - 70 let

Doc. dr. Janez Reflak bo v prvih dneh letos-
njega marca dopolnil sedemdeseto leto. Slo-
venski gradbeniki ga poznamo kot uveljavije-
nega strokovnjaka in Cloveka, ki uspe3no
opravlja Stevilne vodstvene naloge v nasih
poklicnih in drustvenih organizacijah. Starej-
8im od njega je znan kot prodoren gradbeni
inZenir, ki je Ze skoraj pred Stiridesetimi lefi za-
¢el uporabljati raunalnik za raéun gradbenih
konstrukcij in sodeloval pri projektiranju, revi-
ziji in pregledih konsfrukcij mosfov. Nekaj
mia;jsi od njega smo se z njim prvic srecali pri
vajah iz visje matematike, ki jin je Ze vodil, Ce-
prav je bil le Sfudent - demonstrator. Stevilne
generacije gradbenikov ga poznajo kot
asistenta in uditelja pri predmetih Elastosta-
fika in Ploskovne konstrukcije na gradbenem
oddelku ljubljanske univerze, najmlajsi grad-
beniki pa so se z njim srecali v inZenirski zbor-
nici, kjer vodi komisijo za strokovne izpife.
Poznamo ga tudi kot funkcionarja v strokovnih
in Sportnih organizacijah.

Slavljenéeva Zivijenjska pot ni bila vseskozi
ravna in gladka. Rodil se je starSema, majh-
nima posestnikoma na RibniSkem Pohorju, ki

sta imela pet ofrok. Ker je bila osnovna Sola v
Ribnici med vojno porusena, je moral Stiriletno
osnovno Solanje prekiniti in koncati po vojni.
1948. leta se je vpisal na klasiéno gimnazijo v
Mariboru. V gimnaziji je bil dejaven v miadin-
ski organizaciji. Po maturi 1957. leta je odSel
v vojsko, ker mu doma niso mogli priskrbeti
zadosti denarja za Studij. Po opravijenem
sluZenju vojske, kjer je opravil tudi oficirsko
Solo, se je jeseni 1958. leta vpisal na gradbeni
oddelek FAGG ljubljanske univerze in po Stirih
lefih in pol marca 1963. leta diplomiral.
Prezivijal se je s podporo starSev, s Stipendijo,
ki mu jo je od maja 1959. leta dajala obéina v
Radljah ob Dravi fer s svojim delom, sqj je bil
med Studijem fri leta demonstrator pri mate-
mati¢nih predmetih, med pocitnicami pa je bil
vsako lefo na praksi v gradbenih podjefjin.
V Studentski organizaciji je bil Ze prvo leto
¢lan odbora zdruZenja gradbenikov, nato pa
njegov predsednik in €lan fakultetnega od-
bora.

Diplomo je opravil pri mentorju prof. Marinéku
na Kafedri za metalne konstrukcije. Tu se je
1963. leta sprva zaposlil honorarno, ko je bil
konec fega lefa izvoljen za asistenta, pa
redno. Na FAGG oziroma kasneje na FGG je bil
s krajSo prekinitvijo zaposlen do upokojitve
leta 2001. Magistrski Studij je opravil 1974.
leta, doktorat pa 1990. lefa. 1980. leta je bil
izvoljen za visjega predavatelja, 1991. leta pa
za docenta za podrocje Mehanika konstrukeij.
Vsa leta na fakulteti je poleg obseznega pe-
dagoskega dela opravljal tudi Stevilne funkcije
zlasti v upravnih odborih, od 1995. do 2001.
leta pa je bil prodekan za gospodarske za-
deve. Deloval je fudi kot predstavnik fakultete
na univerzi in drugih takratnih ustanovah.
NajpomembnejSe delo na fakulteti pa je
opravil kot pobudnik ustanovitve in dolgoletni
predstojnik In&fituta za konstrukcije, potresno
inzenirstvo in radunalnidtvo, ki je nastal iz
Radunskega centra, in ki je $e danes najvecja
interna enota na fakulteti. V indtitutu je ustvaril
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pogoje, v katerih so zrasli Stevilni sedanji
raziskovalci in uéitelji na fakulteti ter drugih
ustanovah. Brez njegove vzirajnosti in spo-
sobnosti zavzemanja za uresnicljive zamisli
bi teZko prislo do ustanovitve, Se teze pa do
take rasti indtituta, ki je lansko leto slavil Ze 35.
obletnico. V institutu je samostojno in s sode-
lavci opravil Stevilne strokovne in raziskovaine
naloge.

UspeSen je bil tudi kot direktor Instituta za
metalne konstrukcije v Ljubljani, kjer je bil
zaposlen v lefin 1985 do 1988.

Kot odlicen organizafor je prevzel predse-
dovanje Zveze gradbenih inZenirjev in tehni-
kov v Easu velikih druzbenih sprememb. Tudi
njegova zasluga je, da je zveza preZivela ta
¢as in da Se vedno deluje. Danes je podpred-
sednik izvrnega odbora zveze, skrbi pa tudi
za organizacijo pripravijainin seminarjev za
strokovne izpife.

Bil je ustanovni ¢lan InZenirske zbornice Slo-
venije, kjer je opravijal Stevilne funkcije, naj-
pomembnej$a pa je predsedovanje komisiji
za strokovne izpite, ki jo vodi tudi sedaj.
Sodeloval je pri vzpostavitvi sistema stro-
kovnih izpitov in pripravi predpisov, ki urejajo
fo podrodje.

Slavljenec je znan tudi v $portnih krogih, saj je
bil 15 let predsednik Namiznoteniskega kluba
Olimpija, dvakrat, skupaj 10 let, predsednik
NamiznoteniSke zveze Slovenije in eno leto
predsednik NamiznoteniSke zveze Jugosla-
vije.

Doc. dr. Janez Reflak je Stevilne naloge oprav-
ljal z veliko zavzetostjo, za kar so se mu
drustvene in poklicne organizacije oddolZile z
najvi§jimi  priznanji, SirSa druZzba pa Z
drZavnimi odlikovanii.

Slovenski gradbeniki se mu ob sedemde-
setletnici za vse opravljeno delo zahvaljujemo
in mu e naprej Zelimo vse najbolj3e!

Janez Duhovnik
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O MULTIPLIKATIVNITEORIJI
HIPERELASTO-PLASTICNIH TELES

PRI VELIKIH DEFORMACIJAH IN
OBJEKTIVNOSTI NUMERICNIH
ALGORITMOV. . DEL: TEORIJA

ON MULTIPLICATIVE THEORY

OF HYPERELASTO-PLASTIC BODIES
AT LARGE STRAINS AND OBJECTIVITY
OF NUMERICAL ALGORITHMS.

PART |: THEORY

. dr. Tomaz Rojc, univ. dipl. inZ. grad. Znanstveni ¢lanek
Prijateljeva ulica 32 UDK 624.044 +539.3 + 519.61
1000 LJUBLJANA

tomaz.rojc@guest.ames.si

Povzetek | Namen tega dela prispevka je seznaniti se s fizikalno-matematic¢nim
pomenom mehanskih veli€in v konstitutivnih enaébah, zasnovanih na t. i. multiplikativ-
nem pristopu in hiperelastiéni zvezi med napetostmi in deformacijami, in sicer za potrebe
drugega dela prispevka, v katerem se bomo ukvarjali s fenomenom plastiénega zmanj-
Sevanja volumna raéunskih modelov, temelje¢ih na metodi konénih elemenov. Podan je
krajsi pregled multiplikativne teorije. Na temelju osnovnih zakonov in multiplikativni de-
kompoziciji totalnega deformacijskega gradienta na elasticni in plasti¢ni del so izpeljane
konstitutivne enagbe izotropnega hiperelasto-plastiénega materialnega modela, in sicer
v obliki s Fingerjevim elasti¢nim deformacijskim tenzorjem v nizu glavnih konstitutivnih
spremenljivk. Enacbe, ki jih je v faki obliki prvi izpeljal Simo in jih objavil v letu 1988, so z
razliko tu izpeljane z uporabo karteziCnih fenzorjev. Elasticni Fingerjev deformacijski
tenzor je izbran na temelju principa materialne objektivnosti in poslediéne izotropne
lastnosti konstitutivnih funkeij. Asociativno pravilo te¢enja je tako kot pri Simu izpeljano iz
principa najvecje plastiéne disipacije ob pomo&i Kuhn-Tuckerjevega optimizacijskega
pogoja. Dobljene konstitutivne enacbe so analizirane iz razliénih vidikov. Tako je za
izotropne materiale vpeljan manjkajo¢i pogoj za plastiéni spin, s pomodjo katerega je
dobljena fudi druga oblika pravila te€enja, poznana iz klasiéne aditivne teorije Greenaiin
Naghdija. Podana je analiza pravila fe¢enja iz vidika vpliva oblike funkcije te¢enja na
hitrost plasti¢ne volumenske deformacije. Predstavljene so tudi alternativne oblike
konstitutivnih enacb s von Misesovo funkcijo fe¢enija.

Summary | The aim of this part of the paper is to present physical and mathe-
matical meaning of mechanical quantities involved in constitutive equations formulated
on the multiplicative approach and hyperelastic stress-strain relations. It provides a basis
for the second part, where a numerical phenomenon of the plastic volume reduction of
finite element models will be investigated. A brief review of the multiplicative theory is
given. Based on fundamental laws and multiplicative decomposition of the total defor-
mation gradient info an elastic and a plastic part, constitutive equations of an isotropic
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hyperelasto-plastic material are developed in the form with the Finger elastic deformation
tensor as one of the main constitutive variables. The equations, being first formulated by
Simo in 1988, are here, differently from Simo, derived by the use of Cartezian tensor
structures. The Finger elastic deformation tensor is intfroduced regarding the statement of
isofropy, which follows from the material objectivity principle. The associative flow rule is
derived from the principle of maximum plastic dissipation considering the Kuhn-Tucker
opfimality conditions as by Simo. The cosfitutive equations are then analysed from the
several aspects. Thus, a need for the zero plastic spin is established as an additional
condition for isofropic materials. Using the additonal condition, another form of the flow
rule known from the classical aditive theory by Green and Naghdi is followed. In addition,
an analysis of the flow rule regarding effect of the yield function form on the rate of the
plastic volume change is given and, finally, other possible forms of the constitutive
equations based on the von Mises yield function are presented.

:

Znano je, da imajo hidrostatiéne tlaéne napetosti pri kovinskih materia-
lih majhen vpliv na mejo fecenja. Drugo, prav tako znano fenomeno-
loSko dejstvo je, da ostaneje volumenske spremembe metfalov majh-
nega velikostnega reda ne glede na velikost plastiénih deformacij.
Omenjenim fenomenoloSkim dejstvom sledijo elastoplastiéne teorije in
zato lahko priGakujemo, da bodo izpolnjena tudi v primeru numeric-
nega reSevanja problemskih enacb, ki jih nudijo te teorije. Vendar v
raéunski praksi fo ne drZi vedno. V raziskovalni javnosti je bila sporo-
éena vest, da mnogi numeriéni algoritmi, ki so uporabljeni za reSevanje
elastoplastiénih problemov v podrocju velikin deformacij, ne izpolnju-
jejo omenjenih priakovanj. Volumen koncénih elementov se namrec v
plasticnem obmodju stalno plastiéno zmanjSuje. Ta numeriéni feno-
men bo obravnavan v drugem delu prispevka, v fem pa si bomo po-
drobneje ogledali teoretiéna izhodista elastoplastiénega modela kovin-
skih materialov prav iz vidika volumenskih sprememb. Pri tem se bomo
omejili samo na multiplikativno feorijo, saj je le-ta v zadnjih dvajsetih
letih zavzela vodilno mesto pri opisovanju elasto-neelasticnega obna-
$anja materialov v obmodju velikih deformacij. Kot zanimivost naj nave-
demo, da so elastoplastiéni materialni modeli, ki so v rabi v komercial-
nem programu ABAQUS/Standard (ABAQUS, 2004), zasnovani prav
na principu multiplikativnega prisfopa.

Glede na dejstvo, da je multiplikativna teorija v nadem slovenskem
prostoru premalo poznana, je ve€ji del tega prispevka namenjen kraj-
Semu pregledu teorije in izpeljavi konstitutivnih enacb. Izhodice teorije
je mulfiplikativna razdelitev totalnega deformacijskega gradienta na
elastiéni in plastiéni del, F = F.- F,. Pri predstavitvi feorije smo se oprli
na originalna dela Leeja, (Lee, 1969), Greena in Naghdija ter drugih, Ki

2+ TEORIJA MAJHNIH DEFORMACIJ:

so navedeni v seznamu uporabljene literature. Pri izpeljavi konstitu-"
tivnih enacb smo uporabili dela Sima ((Simo, 1988), (Simo, 1992)), *
enega izmed najpropulzivnejSih raziskovalcev na podrogju resevanja
nelinearnih mehanskih problemov v zadetku devetdesetih let prejs-=
njega stoletja. Snov v fem delu prispevka ni podana v strogo matema-
tiénem jeziku, saj smo jo zeleli predstaviti bolj s fizikalno mehanskega
vidika. Temu ustrezno je prirejen simbolni zapis tenzorskih struktur in
kontrakeija kartezi€nih tenzorjev preko enega ali dveh indeksov, npr.
A-B=A,B;e®e inA:B=A; B, aliL:B = L B,e®e, kjer je s poSevno
krepko ¢rko L oznacen fenzor Cetrtega reda, s pokonéno krepko &rko B
tenzor drugega reda, {e;} je sistem baznih vektorjev in ® oznacuje
tenzorski produkt. Vektorji, 1j. tenzorji prvega reda, bodo oznaceni na
enak nacin kot tenzorji drugega reda, toda z drugimi Erkami. Razlika
med njimi bo opisana v tekstu. Torej skalarni produkt med vekforjema X
in Y bo zapisan fakole X- Y = X ¥, skalarni produkt fenzorja drugega
reda z vektorjem pa A- X = A; X e; (glej npr. (Kus&er, 1994) str. 328).
Skalarji bodo oznacevani vedno s posevnimi neodebeljenimi Erkami.
Komponente tenzorjev v zgornijih izrazih so obravnavane kot skalarj,
oznadeni z ustreznimi indeksi.

Prispevek smo razdelili na fri dodatne razdelke. V drugem je podan ko-
mentar k linearni zvezi med napetostmi in deformacijami, znani iz infi-
nitezimalne, geometrijsko linearne teorije. V tretiem sledi ob3irnej$a
izpeljava in analiza konstitutivnih enaéb elastoplastiénega izofropnega
modela, pri Cemer so posamezne faze izpeljave, analiza dobljenih:
enacb in nekateri posebni primeri teh enacb predstavijeni v samostoj-
nih podrazdelkih. Zveza z drugim delom tega prispevka pa je podana v
sklepnem 4. razdelku.

LINEARNI ELASTICNI ODZIV IN PLASTICNE DEFORMACIJE

V obiéajni inZenirski in tudi raziskovalni praksi je za opis izotropnega
elastiénega materialag, kot posledica predpostavke o majhnih deforma-
cijah, uporabljen klasiéni linearni elastiéni model, ki povezuje tenzor na-
petosti 6 s tenzorjem infinitezimalne specifiéne deformacije €

6=C:e=Atr[g] 1 +2pu¢ 0l gj=Ciueu=Aeadj+2us. (1)
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Zgoraj sta A in u Lamejevi konstanti (u je strizni modul), € je tenzor
elasti¢nih modulov, tr(€) = £:1=¢4, je sled tenzorja malih specifiénih
deformacij g, ..

g=1%(Vu +VHT), ali - ei=Ya(u,+ Uj,i) (2)
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in 1 je tenzorska enota drugega reda, katere karteziéne komponente so
znani Kronekerjevi simboli 8. V komponentnem zapisu smo uporabili
sumacijski dogovor za ponovljene indekse, Npr. £q0=E&n+ €22+ €33, ViN-
variantnem zapisu (2a) pa gradientni operator V. Dvignjena oznaka "v
zadniji enacbi oznaduje operacijo fransponiranja gradienta pomika Vu.
V nadaljevanju bomo uporabljali samo $e invariantni zapis, kompo-
neninega pa po potrebi.

Definicija (1) temelji na omejitvi |u,|<<1,i,j=1,2,3, kjer pomeni u, par-
cialni odvod komponente vekiorja pomika u= u; & po koordinati X’
karteziénega koordinatnega sistema. VV okviru omenjene omejitve ima
skalar tr(€) = &: 1=£4,, ki ga lahko oznaéimo tudi z 3¢, kjer je &, sferic-
ni del fenzorja €, zanimiv geometrijski pomen. Predstavija namreé
linearno aproksimacijo volumenske deformacije & materialnega delca:

&y =(dv—dV)/ dV = dv/dV 1= 3 g, (3a)

3 &, = tr[e]= &:1 = g; &5 = w11 + Uz 2+ U3,

(3b)

kjer sta dv in dV prostornini elementarnega dela telesa v deformirani
in nedeformirani legi. Zanimiv pomen ima tudi deviatorski del tenzorja
specifiénih malih deformacij, ki je definiran kot razlika med € in sferic-
nim oz. izotropnim tenzorjem €,1= Ystr(e) 1:

dev[e] =& — ¥ trfe]l =& —&,1. (4)
Ker je sled fega tenzorja enaka ni¢, torej
tr[dev[g]] = dev[g]:1= 0, (5)

pomeni, da predstavlja deviatorska komponenta dev(g) izohoricni ali
nestisljivi del specificne deformacije, poznan tudi kot preoblikovalni del.
Ce upostevamo delitev & na sfericni in deviatorski del, lahko elastiéni
zakon (1) zapiSemo v naslednii obliki:

o=xtr[g] 1+ 2 pudev[e] =k 3e, 1 + 2 udev[e], (6)

kjer smo vpeljali t. i. kompresijski modul k= A + % . Sferiéna kompo-
nenta napetostnega fenzorja o, = Yatr(o) predstavija hidrostaticno
napefost oz. izotropni del napetostnega tenzorja, ki ga v literaturi

oznaéujejo s p (negativni pritisk). Zanjo dobimo iz (6), ob upostevanju
definicije (5) in ocene (3a) izraz, iz kaferega je razviden fudi pomen
kompresijskega modula. Torej:

p=do= Yo=Y k3, 1:1=k3s, = p=xe, (7a,b)

ali  x=ple,, (7¢)

in ée v (6) odstejemo zgornii hidrostatiéni del, dobimo zvezo med devi-
atorskima komponentama dev(o) in dev(e) fer striznim modulom g

s=dev[e] =06 - pl =06 — k 3,1 =2 pu dev(e]. (8)

V linearni teoriji imata forej sferini in deviatorski del tenzorja speci-
fiénih deformacij in napetosti preprosto fizikalni razlago, ki jo lahko ko-
ristno izrabimo tudi pri opisovanju elastoplasticninh lastnosti materialov.
Na primer, fizikalna narava plastiénih deformacij je pri kovinskih mate-
rialih izohoriéna (nestisljiva), saj so le-fe posledica relativnega drsenja
v atomskih ravninah kristalov. Torej imajo v linearni teoriji plasticne de-
formacije lastnost deviatorskega tenzorja. Evolucijske enacbe za izo-
tropni elastoplastiéni material zato lahko zapiSemo takole:

£=t.+8&,, e=dev[g]=e— Y tr[e]l, e=¢€.+¢,, (9a,b,c)
o=pl+s, p=Ytrle], p=ktr[g], $§=2u(€—€,), (9d-g)
ép=yg—£, (9h)
f=¥%s:s-Y(e), f<0, &20, éf=0, (9i-1)

kier je f(s, ), (9i), von Misesova funkcija tecenja, ki je neodvisna od
hidrostatiénega dela napetostnega tenzorja. Prav ta, samo od devia-
torske komponente s, (8), odvisna funkcija fe¢enja pa zagotavija v
asociafivnem pravilu teGenja (9h) nestisljivost plastiGne deformacije
&, 1j. fr(g,) = tr.(&;,) = 0.

3 » LOKALNA MULTIPLIKATIVNA ELASTO-PLASTICNA TEORIJA

3.1 Definicija kinematiénih veli¢in v primeru velikih deformacij

Ko opazujemo neki fizikalni pojav, ki je posledica deformacije telesa, ga
lahko opigemo z mehanskimi veli¢inami, ki jih definiramo kot polja nad
‘sliko” obmogja deformiranega ali pa nedeformiranega - zadetnega
geomefrijskega stanja felesa. V nadaljevanju bomo uporabljali izraza
deformirana in nedeformirana konfiguracija. V primeru majhnih defor-
macij je razlika med omenjenima konfiguracijama zanemarljiva in
zafo ni potrebno razlikovati med razliénimi opisi mehanskin veliéin. Ta

aproksimacija pa ne velja, e felo utrpi opazne geometrijske spre-
membe glede na njegovo prvotno-zacetno obliko. V tem primeru
moramo upostevati razlike med njegovimi konfiguracijami tudi pri
opisovanju mehanskih veli¢in. Pri fem igra pomembno viogo defor-
macijski gradient, ki ga bomo oznaCevali s F. Z njim bomo opisovali
lokalno deformacijsko stanje felesa v trenutni konfiguraciji .7 =.7(f)
relativno glede na njegovo zacetno (referencno) konfiguracijo
o=t = 1,), kier t oznaduje Eas. Ce je deformacija felesa definirana
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kot enolicna tockovna preslikava % zacetnih leg delcev felesa X v
trenutne lege X, forej x = x(X) = x(X, 1), lahko vlogo F predstavimo z

dx = F-dX, (10a)

kierje F =0y /0X =V, x(X)=1+ Vo, uX,=x-X (10b,c)

in J=det[F]>0. (10d)

Pri tem predstavijata dx in dX elementarna vekforja deformiranega in
nedeformiranega materialnega linijskega elementa v konfiguracijah
1 In 7, U je vekior pomika in V, gradientni operator nad poljem, defi-
niranim v zacetni konfiguraciji .7%. Glede na definicijo (10a) bo de-
formacijski gradient obravnavan kot dvofoékovni tenzor (glej npr.
(Marsden, 1983) ali na spletu dostopno razpravo (Rojc, 2005) in fam
navedeno literaturo).

Deformacijski gradient vsebuje popolno lokalno informacijo o deforma-
cijskem stanju felesa, 1j. raztezek in rotacijo poljubnega lokalnega linij-
skega elementa, njegova determinanta J pa dolo¢a razmerje med
deformiranim in zacetnim volumenskim elementom, J = dv/dV. V [i-
nearni teoriji smo to razmerje ocenili z aproksimacijo (3), ki jo lahko
glede na definicijo F, (10b) izrazimo Se fakole: dv/dV/ =1 + tr(V,u) =
tr(F)-2. Deformacijski gradient predstavlja tudi osnovo vsem ostalim
deformacijskim veliéinam, ki opisujejo izkljuéno lokalno deformacijo
v materialnih to¢kah telesa kot npr. desnemu Cauchy-Greenovemu in
Euler-Cauchyjevemu deformacijskemu fenzorju, € in ¢, ali Green-St.
Venantovemu in Euler-Almansijevemu fenzorju specifiéne deformacije,
E in e. (Tako kot v (Rojc, 2005) bodo z malimi érkami oznaéeni tenzorji,
katerih definicijsko obmodje je trenutna prostorska konfiguracija .77, z
velikimi pa tiste, ki so definirane v 1. i. kovariantnem prostoru, po nase
predstavijenem z zagetno konfiguracijo .%). Ti fenzorji so definirani kot
materialna polja nad zacetno konfiguracijo .7, npr. € in E, ali kot pro-
storska polja nad trenutno konfiguracijo %, npr. ¢ in e. V (Simo, 1988)
so imenovani Lagrangeevi in Eulerjevi deformacijski tenzorji. Njihova
definicija je naslednja (glej (Rojc, 2005)):

EX, 1) ="[C(X, 1) - 1(X)], (11a)
kierje CX,n=CF)=F"-F, Xe %, (11b)
e(x, 1) = V[1(x) — e(x, 1], (11c)
kierje ex,H=c(®=F"-F' xe % (11d)
in E=F"e-F, (11e)

kjer sta 1(X) in 1(x) fenzorski enoti drugega reda. Omenjena femeljna
lastnost deformacijkega gradienta je v prefeklosti porodila idejo o ela-
stoplastiéni teoriji, ki temelji na razdelitvi deformacijskega gradienta F
na elastiéni in plasticni del, F. in F,, (glej (Lee, 1969)), in ne na razdelitvi
deformacijskih tenzorjev € ali E, ki so generirani iz F (glej npr. aditivno
teorijo v (Green,1965)). Pri tem je bila predlagana multiplikativna
razdelitev v obliki:

F = Fc'Fp, J= Je Jp - (]20,b)
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kjer so

(12,08)"

J=det[F] >0, J.=det[F]>0, J,=det[F,]>0,

ki ima izvor v veriznem pravilu, (Lee, 1969), npr F=F,-..F-..F»-F;. Pri
temsoF,i=1, .., n, deformacijski gradienti, ki opisujejo deformacijska
stanja telesa v konfiguracijah .7 relativno glede na njihovo predhodno
stanje v konfiguracijah 7. V tem primeru predsfavijajo .7 zvezne kon-
figuracije felesa v zaporednih trenutkih £, 1. h=1f>.>f>. h>
gradienti F; pa pripadajo ustreznim éasovnim inkrementom in jih zato
lahko oznaéimo z Fi=F(f, £,). V (12) F, in F, ne pripadata razliénim
¢asovnim inkrementom, temve¢ celotnemu éasovnemu intervalu (#, f),
torej F. = Fo(%, 1) in F,= Fy(f 1,). Faktorja F in F, fudi ne predstavijata:
gradienta zveznih toCkovnih preslikav, kot to velja za definicijo (10b):
totalnega deformacijskega gradienta F. Bistvo multiplikativne razdelitve
(12) je, da F, predstavlja tisti del totalnega deformacijskega gradienta
F, ki je neposredno povezan z elastiénim odzivom telesa in temu odzivu
pripadajo¢imi napetostmi. Zatorej operacija F.' nad okolico vsakega
delca, ki v trenutku f skupaj z ostalimi sestavlja zvezno trenutno kon-
figuracijo .7, vodi v t. i. breznapetostno stanje (glej (Lee, 1969),
(Green, 1971)). Delci telesa v omenjenem namisljenem stanju dolo¢ajo
t.i. breznapefostno vmesno konfiguracijo 7, ki ne predstavlja zvezne
celote, femved mnozico medseboj nepovezanih njihovih lokalnih
breznapetostnih konfiguracij (glej sliko 1). Zato lahko definicijo (12)
obravnavamo tudi kot feoreficni opis fizikalnega smisla popolne
mehanske razbremenitve vsakega delca felesa posebej, njihove konfi-
guracije v 7% pa kot deformirane konfiguracife, ki so posledica same
plasticnega dela F, fofalne deformacije oziroma fotalnega deformacif-
skega gradienta F.

Slika 1 « Multiplikativna dekompozicija totalnega deformacijskega
gradienta F = F, - F,; shematiéni prikaz lokalne vmesne
oz. breznapetostne konfiguracije 7.

V 70 in 80 letih prejSnjega stoletja je multiplikativna teorija sproZila kar
nekaj pomislekov o njeni upravienosti in splosnosti v primerjavi z
aditivno teorijo, predlagano v (Green, 1965) (glej npr. (Green, 1971),
(Casey, 1980), (Casey, 1981), (Nemat-Nasser, 1982), (Casey, 1987)).
Eden izmed ocitkov aviorjem, ki so razvoj konstitutivnih enacb femeljili
na multiplikativnem izhodiS¢u (12), je bila nedoslednost pri uposteva-
nju pogojev materialne objektivnosti. Fizikalni pojav moramo namreé
opisati v obliki, ki ni odvisna od rotacije karteziénih koordinatnih siste-
mov, ali druga&e povedano, opis fizikalnega pojava mora biti neodvis-
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en od vsilienega fogega gibanja (glej (Gurtin, 1981), ali definicije 1 v
(Rajc, 2004)). Ta zahteva mora seveda veljati za vse fizikalne koli€ine,
torej tudi za vmesno konfguracijo .7, ki pa so jo v prefeklosti na osnovi
ad hoc fenomenoloskega pristopa izvzeli iz preizkusa materialne ob-
jektivnosti (Lubarda, 1981), (Lee, 1981) in privzeli simefricnost
elastiénega faktorja F., torej F.' = F.. Tak pristop je upraviéeno vzbuijal
dvome v splodno veljavnost multiplikativne feorije, soj je z omenjeno
predpostavko Ze na samem zagetku izkljuéeval moZnost, da bilahko s
fo feorijo opisovali tudi anizotropno obna$anje materialov. Simo je v
(Simo, 1988) podal izpeljavo izotropnega elastoplastiénega materiala
na nacin, ki ne izkljuéuje omenjene moznosti. Njegova izpeljava nam-
re¢ ne temelji na aproksimaciji faktorja F, s simetriénim tenzorjem, kot
je bilo predlagano v (Lubarda, 1981) in (Lee, 1981). S tem je bil v
primerjavi z delom Dashnerja (Dashner, 1986) ovrzen pomislek glede
splosne veljavnosti multiplikativne razdelitve deformacijkega gradienta
Se zdrugacnega vidika.

Prve raziskave na podrocju mutiplikativnega pristopa so bile usmerjene
predvsem v iskanje ustreznih deformacijskin fenzorjev za popis
elastiénega in plasti¢nega odziva in v tej zvezi tudi v oblikovanje konsti-
tutivnih enaéb za razvoj plastiénih deformacij (glej npr. (Nemat-Nasser,
1982), (Kleiber, 1982), (Lubliner, 1984)). V tem razdelku se bomo
omejili samo na izbiro ustreznih deformacijskih veliéin. Ce zanemarimo
vpliv elastiénega dela lokalne rotacije ali spina delcev, lahko elastiéni
odziv opiSemo s funkcijo elastiénega dela deformacijskega tenzorja ali
tenzorja specifinih deformacij in nizom notranjih spremenljik, ki za-
jamejo vpliv elastiéne anizotropije, razvoja plastiénega dela deformacij,
plastiéne anizotropije, ki je posledica plastiénega spina, in drugih disi-
pacijskih vplivov. Samo v tem primeru je namre¢ napefostni tenzor
simefriGen. Za podrogje velikih deformacij je po Hillu (Hill, 1968) na
voljo mnozica fenzorjev specifiénih deformacij, ki so v znani funkcijski
zvezi s F. Zato, ¢e poznamo vsaj enega izmed njih, lahko z njegovo
pomocjo izraGunamo fudi ostale. Katerega od njih bomo v konstitucij-
skih enacbah izbrali za opis deformacijskega stanja, pa je odvisno
predvsem od definicije materialnega modela. 1z mnozice tenzorjev
specifiéne deformacije obstajata dva, ki sta v najpreproste;si (direktni)
funkcijski zvezi s totalnim deformacijskim gradientom F. Prvi je Green-
St. Venantov tenzor E, (11a), ki je v osnovi definiran kot materialno polje,
drugi, ki predstavlja prosforsko polje, pa bo predstavijen na koncu
razdelka.

Cev (11b) vstavimo namesto totalnega deformacijskega gradienta F
samo del F. ali F,, dobimo deformacijska tenzorja, ki opisujeta elastiéni
ali plastiéni del deformacije. Na primer:

CX,N=F.F = EX)=%[C-1, Xez (13a,b)

CX,n=F,"F, = EX,n=%[C,—-1], Xe %, (l4ab)

kier smo definicijsko obmogje tenzorjev poudarili z razliénimi argu-
menti, tj. legami istega delca X in X, ki pripadata konfiguracijam telesa
Z4in 7, in dodatno podkrepili s podérfanim simbolom, ¢e so tenzorji
definirani nad obmodjem .%:. (Tu moramo opozoriti, da leg X in konfigu-
racije 7% ne moremo definirati z zvezno preslikavo, kot to npr. velja za x
in 7 X in .7 sta tu namisljeni entiteti.) Ker sta tenzorja E in E, defini-
rana v razliénih konfiguracijah, % in %, ne bomoa pisali E = E, + E,, in
fudi ne E. = E - E;. V zapisih, kot je npr. E; = E - E,, in ki S0 uporabljeni

v (Kleiber, 1982) ali (Nemat-Nasser, 1982), je tenzor E, doloCen z
E.=F,"- E.- F, (glej en. (15) spodaj).

Zvezo med E. in E, lahko izpelijemo v nekaj korakih, &e v (11q,b) vsta-
vimo dekompozicijo (12) in pri fem upo3tevamo (13) in (14). Torej:

E(X) = B[F,"F." FoF, — 1] = %F,"[F."F. - F, 'F,''F,
=1F, " [Cc— 1 - F, "F, " + 11'F, = %[2 F,"EcF, — 1+ C;}

=F EcFy + By = F, [E. + Fy "EyFy '1Fy, (15)
od koder je razvidna vioga F, in njegovega obrata F;' kot operatorja
vzvrata in vrnitve tenzorjev €., E. in 1 v konfiguracijo .7 in tenzorjev C;,
tudi zo Eﬁierjevu tenzorja e. in e, Namesto tega preidimo raje na
obravnavo deformacijskega tenzorja G, (14a), in njemu komplemen-
tarne prostorske razlicice e. = ¢(F.) = F."- F," (primerjaj z (11d)). Ce v
(14a) vstavimo F, = F,"- F, ki sledi iz (12), dobimo:

Co(X)=F"F. "F.""F = Flc.(x)F = F"b, ' x)'F , (16)
ali
CoX)=F"b.'x))F in b.=F C,'(X) F', (17a,b)

kier je b, Fingerjev tenzor elastiénega dela deformacije, katerega
definicijsko obmodje je trenutna konfiguracija .7

b.=c.' =F.F. . (18)
Zvezi v (17) lahko tolmacimo kot vzvrat prostorskega polja be'(X) v
materialno polie Cy(X) in vrnitev €, v b.. V nadaljevanju bomo iz-
puséali argumente, ki dodatno poudarjajo definicijsko obmocje tenzor-
jev.

Oglejmo si pomen Fingerjevega deformacijskega tenzorja v primeru
tofalne deformacije felesa iz zaetne v frenutno konfiguracijo, torej
b = F-F". Zatnimo z znano geometrijsko definicijo Green-St. Venanto-
vega tenzorja specificnih deformacij E, ki jo lahko s pomogéjo definicije
(10a) izpeljemo iz identitete ds? - dS? = dx - dx — dX - dX (Rojc, 2005):

ds*() — dS%(t,) = dX-[F™ F - 1]-dX =

dX:[C(r) — 1]-dX = dX - 2E(r) - dX. (19)

V (19) sta ds in dS dolZini deformiranega in nedeformiranega mate-
rialnega linijskega elementa, predstavijenega z elementarnima vektor-
jema dx in dX v konfiguracijiah % in .7%. Ce upostevamo polarno
dekompozicijo deformacijskega gradienta F= R-U = V-R, (glej npr.
(Eringen, 1967), (Gurtin, 1981), (Simo, 1998)), lahko enaébo (10a)
zapisemo takole:

dx = V-R-dX = V-dy,  dy=RedX, (200,b)
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kijer je V levi ‘razteznostni’ tenzor, R je rofacijski tenzor lastnih smeri
tenzorjev U ali V z lastnostmi R- R"=1, def(R) =1 in z dy smo oznadili
zarofirani in v konfiguracijo .7 togo premaknjeni elementarni vekfor
dX. Rotacijski tenzor ima namreé skupaj z obratno preslikavo ;' viogo
toge rotfacije zadetnega vektorja dX € % v vektor dy € .7 (ima torej
viogo dvotoékovnega tenzorja), tenzor V pa viogo ¢iste deformacije
(spremembo dolZine in strizni zasuk vektorja dy v vektor dx). Zato
lahko zapiSemo:

dX-dX = dy-dy = ds” (210)

in  dxedx = ds® = (V-dy)-(V-dy) = dy-V*dy = dy-b-dy, (21b)
pri éemer smo glede na definicijo Fingerjevega deformacijskega ten-
zorja, ki je v literaturi imenovan tudi levi Cauchy-Greenov deformacijski
tenzor, upoStevali

b=FF" = V-RR™V = V2, (22)

Identiteto ds? - dS? = dx - dx - dX - dX lahko ob upostevanju (21) in
definicij vektorskih enot i = dy/dS fer N = dX/dS zapiSemo $e takole:

(ds® — dS?)/dS? = ii[b(x, 1) 1] it = N-[C(X, 1) - 1N, (23)
ali

(ds* — dS*)/dS* = i - 2a(x, ) - i =N - 2E(X, 1) * N, (240)
kierje 2a=b-1. (24b)

Iz zgornjih zvez lahko razberemo, da je levi Cauchy-Greenov deforma-
cijski tenzor b prostorski ekvivalent k materialnemu polju desnega
Cauchy-Greenovega tenzorja C, tenzor a pa prostorski ekvivalent k
Green-St. Venantovem fenzorju specifiénih deformacij E. Glede na
(20b) sta bin C povezanazb =R - C - R". Podobna zveza sledi fudi med
tenzorjema a in E. Ob upoStevanju deformacijskega gradienta kot funk-
cije gradienta pomika (10b) dobita a in E obliko:

ax)=%Mh+h"+h-h") (250)

in EX)=%H+H"+H"-H), (25b)

kjer sta h(x) = Vu(y:") in H(X) = Vou(X), ter h(x) = H(X). Toreja #E in
b # C, foda v en. (23) in (24) imata oba para, {a, E} in {b, C}, enak geo-
metrijski pomen.

3.2 Izpeljava konstitutivnih enacb

Razvoj konstifutivnih enaéb elastoplastiénih materialnih modelov ob
upostevanju multiplikativnega pristopa je Se dandanes predmet
mnogih raziskav. Kljub novim spoznanjem pa sta izpeljava in mate-
rialni model, ki sta podana v (Simo, 1988) ali (Simo,1992), Se vedno
zanimiva, ¢eprav se fam avior omejuje samo na asociativne in izo-
tropne modele (glej (Geers, 2004)). V tem razdelku bomo izpeljavo
konstitutivnih enaéb iz (Simo, 1988) podali nekoliko drugace. Izognili
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se bomo strukturiranju tenzorjev v krivoérinih koordinatah in sledili delu
(Simo, 1992). Pri tem bomo upoStevali preizkus objekfivnosti tenzorjev
glede na poljubna vsiljena toga gibanja obeh konfiguracij, tj. konéne .7
in vmesne lokalne .7, kot sta to predlagala Green in Naghdi (Green,
1971), ali Casey in Naghdi (Casey, 1980).

Za izhodiS¢e izpeljave vzemimo kot v (Simo, 1988) ali (Simo, 1992),
pogoj plastiénega teéenja /(o, k) = O, Kjer je / funkcija teéenjo, &
Cauchyjev napetostni tenzor in x je niz notranjin spremenljivk, t. i.
karakteristik plastiénega utrjevanja, ki so povezane s pojavom pla-
stiéne deformacije in fofko breznapetostnega stanja opazovanega
delca telesa. V napetostnem prostoru opisuje ta pogoj t. i. ploskev
teenja, ki je sklenjena in omejuje obmodje IE, praviloma konveksno
(Shames, 1997), v katerem vsaka foéka doloa neko napefostno sfa-
nje delca. Vsaka sprememba napetostnega stanja se lahko dogodi
samo v obmocju I, ki ga definiramo z neenacbo /(o, ) < 0. Imenuj-
mo ga dopusino obmodje napetostnega odziva ali kraj$e elasticno ob-
mocje (Simo, 1992). Ploskev feenja se med plastiénim procesom
lahko spreminja, kar se odraza v spremembi parametrov v nizu k. Torej
spremenljivke v , ki jih merimo z enako mersko enoto kot komponente
napetostnega tenzorja o, so lahko funkcija plastiénih deformacij. V
nadaljevanju se bomo omejili samo na eno skalarno karakferistiko
plasticnega utrjevanja, kijo bomo oznacevalis g.

Omenjena neenacba predstavija eno izmed konstitutivnih enach,
ki karakterizirajo elastoplastiéno obnaSanje materialov. Ostale
bomo izpeljali s pomocjo drugega zakona termodinamike, ki ima
v primeru izotermiénih oziroma ¢istih mehanskih procesov obliko:
o:d - y =0, znano pod imenom disipacijska neenacba. \ njej pred-
stavlja o:d = oyd; napefostno moc in y prosfo energifo, pri Cemer
sfa obe veli&ini definirani na enoto trenutnega volumna. Ce definiramo
napetostno moc¢ in prosto energijo na enoto zacetnega volumna, lahko
zapisemo

Fg=1:d-¥ 20, (260)

d=4%01+1"), 1=F-F"', (26b,c)

kier je T = J & Kirchhoffov napetostni tenzor, d je, fako kot v prejSniji
obliki, Eulerjeva hitrost deformacije, I je prostorski gradient hitrosti (glej
(Rojc, 2005)) in s ¥ smo oznadili novo definicijo proste energije,
¥ =Jyr. Jasno, v ¥ je skrita tudi masna gostota, ki je v tej novi defi-
niciji dolo¢ena na enoto zaéetnega volumna. Vse nastete veli¢ine so
definirane kot prostorska polja v .7 Skladno s posploSitvijo veljavnosti
Prandtl-Reussovih enadb za velike deformacije (glej sir. 606 v
(McMeeking, 1975)), ki temeljijo na fenomenoloSkem dejstvu, da je pri
polikristalnih materialih plastiéna deformacija izohorna, vpeljimo tako:
kot v (Simo, 1988) naslednjo obliko pogoja fe¢enja oziroma definicije
elastiénega obmodja EE:

fr, 9)<0, Kerje T=Jo. (27a,0)
Torej f je funkcija Kirchhoffovega napetostnega tenzofja T in n
Cauchyjevega. Uporaba te oblike ne posega v sploSnost nadaljnji
izpeljav. Mehanski veli€ini T in ¥ bomo namre¢ definirali kot funkcij
osnovnih spremenljivk sfanja, ki jih izberemo iz med seboj neodvisni
femeljnih deformacijskih veli€in {F, F,} ali {F, F.} ali {F., F,} (glej def.
(12)), katerim bomo zaradi pogoja (27) dodali $e utrjevalno karaktari

stiko g.
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Glede na dejstvo, da je definicijsko obmodje mehanskih velidin v (26)
in (27) trenutna konfiguracija .7 je smiselno za osnovne spremenljivke
stanja izbrati {F, F,, g}. Deformacijska gradienta F in F. sta namreé dvo-
foCkovna tenzorja, ki vsebujeta informacijo o lokalni deformaciji tre-
nufne konfiguracije telesa .7 in sicer F relativno glede na referenéno
oziroma zacetno konfiguracijo .7, njegov elastiéni del F. pa relativno
glede na vmesno, tj. breznapetostno konfiguracijo .7 Ce izvr§imo pre-
izkus materialne objektivnosti glede na vsiljeno fogo gibanje vmesne in
konéne konfiguraciie .7 in 7%, dobimo naslednje transformacijske
zveze (glej npr. (Green, 1971), (Casey, 1980) in (Gurtin, 1981), ali
(Rojc, 2004)):

4=¢.7 =Q1Q", F =QF, F.' =QF-Q", F,"=QF, (280-)

Pritem sta Q(f) in @(f) poljubni rotaciji z lastnostmi@ - @"=1, det(@) =1
(ali krajSe: Q(F), Q(He SO(3)), prva za konfiguracijo .7 in druga za .7
0d zgornjih tenzorjev je na prvi pogled edino F, glede objekfivnosti
vprasljiva spremenljivka. Vse ostale se transformirajo po zakenih, ki so
v literaturi splosno priznani. Toda, ¢e bi uporabili fogo rotacijo tudi za
zagetno - referenéno konfiguracijo, bi dobili za F prav tako pravilo, kot
smo ga v (28d) dobili za F.. Deformacijski gradienti so namrec
obravnavani kot dvotockovni tenzorji. Preizkus invariantnosti me-
hanskih veli¢in glede na vsiljeno togo gibanje zacetne ali referenéne
konfiguracije omenjajo v literaturi v zvezi s problemom vkljuéevanja
plastiénega spina v konstitutivne zveze pri simulacijah anizotropnega
obnasanja ali s problemom rekristalizacije kovin itd. (Levitas, 1997). Po
drugi strani uporabo preizkusa invariantnosti glede na dve konfiguraciji
hkrati nekateri odloéno zavraéajo, Se zlasti na lokalni, breznapetostni
konfiguraciji .7, ki predstavija nofranjo ali skrito entiteto (Dashner,
1986), (Gurtin, 2005).

Zaradi (28a) morata skalarni funkciji fin ¥ izpolniti naslednje pogoje
izotropije:

fir, ) =fir’, ¢) =AQTQ", 9), (290)

¥(F, F., q) = Y(QF, QF-Q", g). (29b)

Torej, fin ¥ sta lahko samo funkciji invariant njunih argumentov {7, g}
in {F, F,, g}. Analizirajmo funkcijo ¥ in zanjo pois€imo primernejsi niz
osnovnih spremenljivk, ki ga bomo po pravilu ‘enake prisofnosti’ (Cole-
man, 1967), privzeli fudi za ostale funkcije, npr. T. Ker sta tenzorja Fin
F. dvotockovna, nobeden od njiju ne more v posameznih sumandih
nastopati samostojno niti ne moreta biti uporabljena v kvadratnih kom-
binacijah, kot so npr. F-F, ali F.-F., F."- F, F."-F, ipd. Te kombinacije
namreé vodijo ali v dvofockovne fenzorje ali pa tenzorje, katerih defini-
cijsko obmocie ni frenutna konfiguracija .. Nadalje bomo priizradunu
invariant tenzorjev 2. reda potrebovali fenzorsko enoto 1, ki jo v primeru
karteziéne tenzorske strukture lahko istovetimo z metriénim tenzorjem
(Rojc, 2005). Na primer, sled napefostnega tenzorja T lahko z njegovo
pomogjo izraGunamo takole: fr(t) = 1:t. Zaradi nastetih razlogov no-
domestimo F. z levim Cauchy-Greenovim deformacijskim tenzorjem
b.=F.-F,", ki smo ga definirali v prej$njem razdelku z en. (18), spre-
menljivko F pa lahko uporabimo za definicijo tenzorske enofe 2. reda,
forej 1= F-F', ki jo lahko istovetimo z evklidskim metriénim fenzorjem
1(x) v % Prosto energijo bomo zato definirali kot funkcijo novih spre-
menljivk takole: '

¥=%(1,be,q)=¥(be,q). (30)

Zgornji nastavek je zaradi zveze (22) enakovreden obliki ¥(V., g), ki jo
je uporabil Lee v (Lee, 1969), torej v delu, ki je bilo jabolko spora
mnogih razprav v osemdesetih letih. Predpostavimo, da je mogoce
funkcijo proste energije razdvojiti tako kot v (Simo,1988) na dve, v
katerih sta spremenljivki b, in g, ki pripadata razliénim merskim eno-
tam, med seboj loceni:

(b, q) = ¥(be) + Z(q). (31)
Vstavimo fa izraz v (26) in dobimo:
F=1:d—0p. ¥:1b. -5 20. (32)

Pri izradunu materialnega odvoda b, si pomagajmo z definicijo (17b),
za C,' pa upostevajmo inverzijo definicije tenzorja C,, (14a). V tem
primeru lahko materialni odvod materialnega polja €,'zamenjamo s
parcialnim odvajanjem po &asu, torej 9,(C;") (ve€ o tem glej (Rojc,
2005) ali (Marsden, 1983)). Po izvrSenem odvajanju po ¢asu f vinemo
posamezne tenzorje v trenutno konfiguracijo, pri Gemer si pomagamo
z zvezo F;' = F'- F,, ki sledi iz definicije (12). Tako v nekaj korakih
izpeljiemo

b.=D,(F-C,' - F")=F-C;! -FT +F-C;' -F" +F-9,C;' - F'
=F-(F,' ' F;")-FT+F-(F,"-F,")-F" +F-9,C;' - F"
=F-F'.F. . FF-FT.-F +F.F'.F. -F,-F"-F + %b.
=1-be +b. -1" + %b, ,

(33)

kjer smo upostevali | = F-F', F'- F'= 1, definicijo (18)in z -#4b, smo

oznadili t. i. Liejev odvod tenzorja b,, (Marsden, 1983), (Rojc, 2005),
torej:

#be=F-3(C,™")-F". (34)

Materialni odvod proste energije iz neenacbe (32) lahko sedaj za-
piSemo v razvitejSi obliki:

d¥/dt=0p. ¥ :[1-b. +b. - 1"+ Lyb.] + =
=(20p.Z -be):[1+ %Lybe - b1+ 5, (35)

pri ¢emer smo zaradi simetrije 9, %, %b. in b, posamezne sumande
preoblikovali takole:

9. ¥ :(1-be) = (b 1") 2 (In, ¥) = (3. ¥-be) 21,

e

(360)

9. ¥ : (b 1") = (@p. ¥ -be):1,

e

(36b)
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0.V : %be= 00,7 (be-b2')]: %be=(0p.¥ -be): (%be-bZh).
(36¢)

V (35) razdelimo gradient hitrosti I na simetriéni in antisimetricni del,
I=d+w,d=d" w=-w, ter upostevajmo, da zaradi izotropije funkcije
¥ veljabe- 9% = - b.. Torej,

20,7 -be):(d+wW)=2@p. 7 -be):d. (37)

Vstavimo fa rezultat v (35), dobljeni izraz d¥/df pa v disipacijsko ne-
enacbo (32) in po ureditvi konéno dobimo:

7=(T=29p ¥ be):d—2 (@O ¥ -be): () %be -b:') -2 20.

(38)

Ob predpostavki, da mora zgornja neenacba veljati za poljubne
fizikalno sprejemljive deformacije, doloGene s pogojem (10d), lahko s
preudarnim utemeljevanjem (glej npr. (Coleman,1967)) iz nje dobimo
konstitutivno enaébo za elastiéni odziv in reducirano disipacijsko ne-
enacbo:

=297 be, (39)

7 (T, be, §; Abe, E)=—1: () %Abeb:') —£20. (40)

V zadnji neenacbi sta vsebovani hitrost tenzorja plastiéne deformacije
Ab.=F-9,(C,")-F (glej (34)) in hitrost karakteristike plasti¢nega
utrjevanja @ v Elenu £, ki pripadata nizu t.i. nofranjih ali “skrifih’ spre-
menljivk stanja b, in g oz. C, in g. Glede na princip najvecje plasticne
disipacije (glej (Lubliner, 1984)) mora funkcija & za trenutno stanje
veli¢in T, b, in g, plastiéno deformiranega telesa s predpisano njegovo
vmesno konfiguracijo .7 in predpisanimi hitrostmi _%b, in = imeti
najvecjo vrednost. Torej, za vsa druga napetostna stanja T° iz dopust-
nega obmogja E, definiranega z (27a), 1. f(t, ) < 0, mora biti izpol-
njena neenacba:

(1, be, g 5 %Dbe) = 7 (7%, be, q 5 %be), 1, 7*cE. (41)

S tem smo formulirali problem vezanega ekstrema, ki ga lahko s
pomocjo razsirjene Lagrangeeve funkcije prevedemo v niz t. i. Kuhn-
Tuckerjevih pogojev. Slednji so v literaturi (glej npr. (Gill, 1981)) izpeljani
za probleme minimizacije funkcije spremenljivk, vezanih z dodatnimi
neenac¢bami. Zato da prevedemo nas problem maksimaine vrednosti
na problem iskanja minimuma, funkciji & spremenimo predznak in
tvorimo razsirjeno funkcijo, v katero vkljuéimo f(t, g) iz pogojne ne-
enacbe (27a), pomnoZeno z Lagrangeevim multiplikatorjem ¥ Torej:

.?(T, '}’) = T:{% -%he'be_l1 +S‘ +}:' f('l', fi)| (42)
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kier smo zaradi skladnosti merskih enot z disipacijsko funkcijo &
vpeljali multiplikator ¥ na enofo éasa. Po znanem postopku sledijo
omenjeni Kuhn-Tuckerjevi pogoji:

0:7(1, 7)=0 = L% %beb. "1+ 78:f(t,q)=0 =

_/;be =2 ).’atf(ts q)'be, (430) -

720, f(1,9)<0, jf(r,q)=0, (43b-d)

kjer je I tenzorska enota 4. reda. S fem je izpeljava konstitutivnih enacb
elastoplastiénega materiala konéana. Te sestavijajo en. (39), ki defi-
nira elastiéni odziv in zgornji pogoji, ki definirajo evolucijo plastiénih de-
formacij v toGkah opazovanega telesa. Zberimo jih skupaj z vpeljanimi
deformacijskimi veli¢inami (12), (18) oz. (22)

F=FcF, bg(x)=FcF. =FC, ' (X)F = V., (440,b)
t=20b.¥ b, (44c)
praviloteCenja:  — Abe = 72 8. f (1, @) * be, (44d)=

720, f(x,9)<0, yf(r,q)=0. (44e19)

Zgoraj sta ¥ (b.) in f(t, q) ustrezni funkeiji invariant podanih argumen-
tov, b, in ¥ predstavijata dodatni spremenljivki problema, ki sta bili
uvedeni z novima enacbama (44d) in (44q), V. v (44b) pa je levi
elastini ‘razteznostni’ tenzor. Iz definicije (44c) je razvidno, da je
Kirchhoffov napetfostni tenzor t© funkcija samo levega elasficneg
deformacijskega tenzorja b,

Izpeljava enacb je v delu (Simo, 1988) izvrSena po principu prostorske
kovariance (glej (Marsden, 1983)) in strukturiranju fenzorjev glede na
poljubne konvektne koordinatne sisteme. Preizkus objektivnosti fenzor-
jev glede na poljubno vsilieno togo gibanje je Simo zamenjal s preizku-
som glede na poljubno diferenciabilno prostorsko preslikavo (difeomor-
fizem), ki vodi v vzporedno (kovariantno) formulacijo vseh fenzorjev in
enacb v dveh opisih (ali kovariantnih prostorih), 1j. materiainem (kon-
vekinem) in prostorskem opisu. V nasi izpeljavi so enacbe podane
samo v prostorskem opisu s tenzorskimi polji (prostorskimi polji) nad
obmodjem trenutne konfiguracije felesa 7. Z uporabo deformacij-
skega gradienta F in obrata preslikave x; lahko vsa prostorska polja
fransformiramo v materialna polja nad obmocjem zacetne konfigura-
cije 7. Torej, Ce prostorski opis mehanskih veli€in s pomocjo operacije
vzvrata izrazimo s 1. i. materialnimi ekvivalenti (glej npr. (Rojc, 2005)),
dobimo materialni opis, ki ga lahko folmagimo tudi kot zapis tenzorjey
(in enacb) glede na posebni krivo&rtni (materialni) koordinatni sistem,
ki je bil vtisnjen v telo, ko je leto bilo v zagetni konfiguraciji .7, in ki se
je pri gibanju felesa v trenutno konfiguracijo .7 deformiral v karteziéni
koordinatni sistem (v (Rojc, 2005) smo npr. obravnavali take konvekine:
sisteme, ki so bili v .7 karteziCni v .7; pa krivo&rini). Na primer, v (44b)
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je podana zveza med prostorskim poljem b.(x) in njegovim material-
nim ekvivalentom C,'(X), pred en. (30) pa smo vpeljali definicijo vek-
torske enofe ali kartezitnega metriénega tenzorja z 1= F- F'. Ce upora-
bimo fi dve zvezi v izrazu prve invariante tenzorja be, j. /(be) = fr(b.) =
b.: 1, lahko izpeljemo kovarianten izraz (materialni opis), v katerem je
definicijsko obmocje tenzorjev zagetna konfiguracija .7, forej:

I(be) = tr[be] = be:1= (F-C, “F"):1 = (1-F-C, "):F = (F"F):C, ™

= b e (450)

= L(b) =L(C,™"), Kjerje I(C,™")=u[C,"1=C,":C.

(45b)

V zadnjem izrazu (45b) ima desni deformacijski tenzor € = F'- F vlogo
metriénega fenzorja konvektnega sistema v %, Na podoben nacin bi
lahko izpeljali kovariantne izraze drugih mehanskih veliin, s pomocjo
temeljne definicije (12) pa tudi kovariantne izraze v breznapetostni kon-

3.3 Analiza konstitutivnih enach

Sestava konstitutivnih enaéb (44) je klasiéna. Zveza med napetostmi
in elastiénimi deformacijami je podobno kot v aditivni teoriji Greena in
Naghdija (Green, 1965), podana s potencialno funkcijo elastiénega
dela deformacij, evolucijske enac¢be za plasticéne deformacije pa so za-
pisane v hitrostni obliki. To tudi ne more biti drugace, saj je razvoj pla-
stiénih deformacij in poslediéno tudi elastiénih odvisen od zgodovine
obremenjevanja. Ce je v danem frenutku znana hitrost plastiéne defor-
macije d,, hitrost totalne deformacije pa je v vsakem primeru definirana
z Eulerjevo hitrostjo d, potem je razlika med njima lahko samo hitrost
elasticne deformacije. Pri tem mora biti plastiéna komponenta d, defi-
nirana prav tako v trenufni konfiguraciji kot hitrost d. Torej velja aditivna
razdelitev Eulerjeve hifrosti deformacije na elastiéniin plastiéni del (glej
en. (46)) tudi v primeru multiplikativne teorije. Seveda ta razdelitev ni
enaka fisti, ki je uporabljena v aditivni teoriji. Razlika med obema teori-
jama je namrec v tem, da je v multiplikativni teoriji vpeljana definicija
breznapetostne konfiguracie .7 in s fem tudi izhodiSéna baza za
definicijo hitrosti elastiénih in posredno tudi plastiénih deformacij,
medtem ko je v adifivni feoriji za hitrost totalne deformacije in obe njeni
komponenti, d. in d,, baza skupna in je po Hillu vedno predstavijena z
geometrijo telesa v trenutni konfiguraciji .7 (glej npr. (Nemat-Nasser,
1979)).

Ker je fotalna hitrost deformacije d, ki je aditivno razdeljena na d. in d,,
definirana kot simefriéni del gradienta hitrostil, torej:

d=d.+d,, d=%@A+1") = l=L+l, (46a,b,c)

definicija slednjega pa je podana z (26¢), lahko aditivno razdelitev fen-
zorjev din I na elastiéni in plastiéni del izrazimo v multiplikativni teoriji
ob upo$tevanju definicije (12) ali (44a) takole:

I=F (F.' F.+E,-F,") ' =1.+F 1, K' =l +1,, (47abc)

kjer so

L=E-E' L=FL F' in L=FKF' (48a,b,c)

V multiplikativni teoriji sta forej komponenti hitrosti deformacije d. in d,
v (46a) merjeni na razliéni bazi, kar je razvidno iz (48a) in (48c).
Komponenta |, ki je definirana v (48b), predstavlja v smislu konvekinih
sistemov prostorski ekvivalent fenzorja I, vpeljanega v breznapetostni
konfiguraciji 7.

Zanimivo je, da je Lee v (Lee, 1969) na osnovi izraza (47b) postavil trdi-
tev, da je aditivna teorija napaéna, ker je sodil, da ¢len Fe.-l,- F.' ne
more predstavljati plasticne komponente fotalnega gradienta hitrosti.
Po njegovem sta komponenti gradienta hifrosti lahko samo veliéinil, in
I, ki sta tako kot 1 definirani po enakem pravilu (primerjaj (48a), (48c)
in (26¢)). Nadalje je trdil, da predstavlja aditivna razdelitev gradienta
hitrosti (46¢) in poslediéno hitrosti deformacije, d = d. + d,, aproksima-
cijo, po njegovem, foénega izraza: d = sim(l) = sim(l, + F.- I,- F.") (glej
(47b)), ki je dopustna samo v primeru infinitezimalno majhnih ela-
stiénih deformacij (sim(s) oznaéuje simetricni del izraza v oklepaju).
V tem primeru namre¢ velja ocena F.=1inodtod | = .+ I, ferd, = />
(I, + I,"). Seveda je prva trditev spornain je v 1970 in 1980 letih sproZila
mnogo kritik in nasprotovanj, zlasti s strani zagovornikov aditivnega
pristopa (glej npr. (Nemat-Nasser, 1979 in 1982)). Obravnavani élen
(48b) namre¢ dokazuje samo razliénost merskih baz v definiciji hitrosti
elasticne in plasticne komponente deformacije. Posledica tega so
lahko razlike le v hitrostih deformacij po eni ali drugi teoriji predvsem v
podro¢ju deformacij, kjer sta hitrosti elasti¢nega in plastiénega dela
enakega velikostnega reda. Te razlike seveda izginejo, ko postanejo
hitrosti elasti¢ne deformacije majhne v primerjavi s plastiénimi.
Dandanes je aditivna teorija izgubila svojo prepricljivost predvsem
zaradi nepopolne definicije elasti€nega odziva. Obe feoriji sta v osnov-
nih izhodis€ih sicer enakovredni. Po obeh teorijah je namre¢ napetost
definirana kot patencialna funkcija elastiénega dela deformacij (hiper-
elastiéna zveza), razvoj plasticnega dela pa je voden s pravilom tece-
nja v hitrostni obliki in Kuhn-Tuckerjevimi pogoji obremenjevanja in
razbremenjevanja delcev telesa (Naghdi,1990). V multiplikativni teoriji
je elasticni del deformacije s pomodjo multiplikativne razdelitve defor-
macijskega gradienta definiran relativno glede na breznapefostno in
nezvezno konfiguracijo felesa, medfem ko je v aditivni teoriji (Green,
1965) elasficni del deformacije definiran posredno preko deformacij-
skih tenzorjev specificne deformacije E in E, in parametrov utrjevanja
¥ (Naghdi, 1990). Taka posredna definicija elastiénega odziva pa je v
preteklosti povzroCala velike tezave pri numeriénem reSevanju konstitu-
fivnih enacb. Zato numeriénih algoritmoyv, ki temeljijo na aditivni teoriji
in hiperelastiéni definiciji napetosti, ne bomo nasli v starejsi literaturi.
Enega smo zasledili v (Papadopoulos, 1998). Pred veé kot petnajstimi
leti so v racunski praksi namesto hiperelastiéne definicije napetosti
uporabljali hipoelastiéno zvezo med ustrezno materialno objektivno
hitrostjo napetostnega tenzorja in hitrostjo elasticnega dela deformacij
d. ali E.. Taka definicija je z vidika elastiénosti sporna, saj ne zagotavija
pravilne obravnave elasti¢ne lastnosti materiala, fj. popolne povrag-
ljivosti v izhodiS¢no stanje (glej npr. (Bernstein, 1960)). Poleg tega se
pri tem soo¢amo tudi s problemom izbire t. i. materialno objektivne
hitrosti napefostnega tenzorja (glej npr. (Rojc, 2004 in 2005)). Te
pomanijkljivosti odpravlja multiplikativna teorija.

S feoreti¢nega staliS¢a predstavljajo konstitutivne enacbe (44) izhodi-
$Ce za izpeljavo neposredne zveze med napetostjo in totalno deforma-
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cijo v elastoplastiénem obmogju. Zaradi odvisnosti napetostnega od-
ziva od zgodovine obremenjevanja pa je ta zveza obi€ajno lahko
izrazena samo v hitrostni obliki. Pri tem je postopek njene izpeljave
standarden. Iz enaéb (44) je potrebno najprej doloCiti parameter y,
nato diferencirati po ¢asu hiperelastiéno konstitutivno enagbo (44c),
pri Gemer v izrazu za hitrost b,, (33) zamenjamo Ligjev odvod -%b, z
izrazom, ki ga dobimo iz pravila te¢enja (44d). Za dologitev parametra
¥ uporabimo dodatno enacbo, ki jo dobimo iz enaébe (44g). Slednja
je namre¢ v primeru plasticnega stanja izpolnjena samo, Ce je fudi
f(,q) = 0, kar predstavlja omenjeno dodatno enacho oziromaft. i. kon-
sistentni pogoj. V nadem primeru je funkcija fecenja f definirana v
napetostnem prostoru in je zato potrebno Ze v tej fazi uporabiti konsti-
tutivno zvezo (44c) in pravilo feéenja (44d). Torej:

F(1,9)=0:f:20b. (0. ¥ be):(1-be+be- 1"+ Abe) +9, f =0, =
q

Pl0f im:d.f =0, f hl=0-f :m:d, (490)
kierje m=40p.(9p. ¥ bc) b, (49b)
in h=4/j (50)

je zakon utrjevanja, ki mora biti predpisan za konkretni material. V
primeru von Misesove funkcije te¢enja je h obiajno podan z odvodom
krivulje teéenja q(7) enoosnega preizkusa po paramefru . Skalarja g
in y imata pri tem viogo napetosti te¢enja in ekvivalentne plasticne
deformacije. Namen zgornje izpeljave je bil predvsem opozoriti na
pomen parametrov gin y in njuno medsebajno zvezo, ki se odraza v
zakonu utrjevanja (50).

Podrobneje analizirajmo zdaj pravilo teéenja (44d). V navedeni enacbi
je fo pravilo zapisano v malce neobicajni obliki, foda faki, ki je v (Simo,
1992 ali 1998) predstavljala osnovo za formiranje ustreznega postop-
ka numeri¢ne infegracije hitrosti plastiéne deformacije po ¢asovnem
inkrementu At Neobi¢ajnost je seveda v veliéini “4b,, ki je glede na
definicijo (34) povezana s hitrostjo plastiéne deformacije C;. V nada-
lievanju bomo pravilo teenja izpeljali za plastiéno komponento d,
Eulerjeve hitrosti deformacije d, (46a,b), ki je iz vidika klasiéne adifivne
teorije razpoznavnejSa fizikalna koli€ina. V fa namen pomnoZzimo pra-
vilo te¢enja z b,", nato pa ga ob uporabi definicij (34), (44b), (44a),
(14) ter ustreznega rezultata materialnega odvoda identitete Fy- Fy' =1
preoblikujmov:

F.-d, F'=jo.f, Kerje d,=4d,+L)  (5lab)
hitrost plasti¢ne deformacije v .7 (1j. simetriéni del I, (48c)). Zaradi
simetrije tenzorja d.f ki je posledica simefricnosti napefostnega ten-
zorja T, moremo levo stran nove enacbe (51a) zamenjati tudi z njeno
transponirano obliko. Ce upo$tevamo to dejstvo in zvezo d, = I, - W, =
I} +w, = d], kjer je w, antisimetricni del tenzorja I, ki je v literaturi znan

kot materialni plasticni spin, lahko pravilo teGenja zapiSemo Se takole:

V(Fe-l, F'+E" -1 - F)- YR -w, F'-F"-w, - K)=

=jd:f. (52)
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Prvi del leve strani zgornje enacbe predstavlja plasticno komponento d,
Eulerjeve hitrosti deformacije d. O tem se lahko prepri¢amo, e v izrazu
zad,, j.d, =4 (1, + I), upostevamo (48b). Zato prepidimo (562) v:

dp-Y(Fe-w, B —FT-w, D)= jd.f . (83)

Dobljena enacba se seveda razlikuje od klasicne oblike pravila te¢enja,
znane iz aditivne teorije, in sicer v ¢lenih, ki vsebujejo plastiéni spin.
Enakost med obema oblikama dosezemo, ¢e za plasticni spin w;, izbe-
remo niéno vrednost, 1j.:

SR Wil (540,b,0)

w,=0

Z vpradanjem, ali predstavlja zgornji pogoj (54a) dodatno konstitutivno
enacbo izotropnega elastoplastiénega materiainega modela ali le neko
nedokazano omejitev multiplikativne teorije, se tu ne bomo ukvarjali. O
tem tudi ne bomo dobili nobenega zadovoljivega odgovora v literaturi,
Zgornjega pogoja avtorji ne pristevajo med konstitutivne enacbe, tem-
ve¢ ga nekateri uporabljajo kot dodatno predpostavko, potrebno pri
formuliranju algoritmov za numeriéno reSevanije konstitutivnin enach.
Tudi v najnovesi literaturi, ki se ukvarja z neelastinim odzivom materia-
lov predvsem iz matematiénega vidika, je omenjeni pogoj obravnavan
samo kot koristen, foda nedokazan pogoj pri obravnavi izotropnih ma-
terialov (glej npr. opombo pod érto 7 v (Gurtin, 2005): “A result of this -
nature seems part of the folklore of plasticity theory for isotropic mafe
rials, but we are nof aware of an actual proof.”).

V nadaljevanju bomo predstavili Se druge oblike pravila teéenja, ki jlh i
lahko izpeljemo iz njegove prvotne, (44d) ali (61a), in klasiéne oblike |
(54b). V ta namen izrazimo oba faktorja tofalnega deformacijskega -
gradienta s pomogjo leve oziroma desne polarne dekompozicije takole: l

(550,b)

Fe:Vc'Rcs ’

F, =R, - Uy,

in nato to upostevajmo pri opisu vseh tenzorjev iz (46) do (48), ki so.
uporabljeniv (61a). Tako dobimo:

Vc'Rep'Dp'R;rp've_l :j’a'rf! (56) !
kjer sta
Ry =Re-R,, D, =sim(U,-Up") =40, U3 + U5 - U))

(57a,b)

sestavljena nofranja rotacija in korotacijska hifrost plasticne deforma-
cije, ki je predstavljena kot materialno pole. Ker je funkcija f(t, ) izo-
tropna funkcija napefosti T, slednja pa je odvod izotropne funkcije
¥(b.)=¥(V.) - glej (44a in c), je produkt odvoda d.f komutativen s
sprementljivko V, ali V.. Zato po ustreznem mnoZzenju en. (56) z ome-
njeno spremenljivko dobimo (namre¢ Ve '- d.f - Ve = 0,1 ):

Re 'd_p RI o ?a‘l‘f » (58)
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kier smo glede na izhodi$éno enacbo (51a) za d, vpeljali naslednji
izraz:
d,=R,-D,-Rj]. (59)

Oblika pravila te¢enja (58) skupaj z obliko (564b) in definicijama (57b)
in (68) definira nasledniji identiteti:

d,=Re dyR.",  dy=(Re Ry)'Dy(ReRp)", (60a,b)

ki pofrjujeta, da sta hitrosti d, in d, odvisni samo od hitrosti Ciste pla-
stiéne deformacije U, (glej en. (57)), zarotirane za rotacijo R, 0ziroma
skupno rotacijo Re, (670). 1z zvez (54b), (44b) in (44c) sledi, da imajo
tenzorji dy, d-f, T, b, in V; iste lastne smeri, smeri tenzorjev d, in D, pa so
glede na fe zarofirane z rotacijskim fenzorjem R, 0ziroma Reg.
V primeru majhnih specifiénih elasti¢nih deformacij a., (24b),

a.=%(b.-1), |a <<l = [dev[be]]| <<1 (6lab,c)

lahko produkt a:f - b, na desni strani pravila fe¢enja (44d) zaradi (61c¢)
aproksimiramo fakole:

Ocf*be = Or f+( 5 tr[be]1 + dev[be]) = 4 tr{be] O: f-1 = )5 tr[be] 0= f,
(61d)

pravilo te¢enja (44d) pa dobi naslednjo aproksimativno obliko:

- #be =7 % tr{be] o: 1. (62)

Za konec fega razdelka si oglejmo, kako se s Gasom spreminja
prosfornina in oblika infinitezimalne okolice poljubnega delca telesa.
Najprej se lofimo spremembe prostornine. Ze v podrazdelku 3.1 (dru-
gi odstavek) smo opozorili na geometrijski pomen determinante
J = det(F), tj., da predstavlja razmerje med prostornino deformiranega
in nedeformiranega-zacetnega infinitezimalno majhnega poljubnega
dela telesa, dv in dV. Torej (glej fudi en. (3a)):

-Gt Gl Bl
dv v

&v=J,

(630,b,0)

kier je &, volumenska deformacija. Casovno spremembo volumenske
deformacije delca, de,/df, lahko torej definiramo z materialnim od-
vodom determinante J:

j=(fejp)'=je-’p+d’e J}ps (64)

kjer smo uporabili zvezo (12b), 1j. J = J; J;. Delimo zgornji izraz z J in
pri tem upoStevajmo omenjeno zvezo in dobimo:

HI=if1.+dp[1,, (650)

ali (InJ) =(nJ)" +(In Jp)". (65b)

S pomocjo znane zveze d:J = JFT (glej npr. (Eringen, 1967), (Gurfin,
1981), (Marsden, 1983), ali pa jo izpeliemo sami) moremo izraziti J
tudi kot funkcijo hitrosti deformacijskega gradienta F ali Eulerjeve hifro-
sti deformacije d. To lahko naredimo fudi z determinantama J. in J,.
Torej:

J = (det[F)) =JF " :F=J tr[d], (660)
Je=(det[F]) =Jetr[de),  J, =(det[Fp))" =J, tr[d,),  (66b,c)
in z upostevanjem (65b) konéno zapiSimo:

(nJ)y=tufd], (nJ) =tf[d], (nJy) =tldy], (670,b0)
(In J)" = tr[de] + tr[d,). (67d)

Mimogrede, v aditivni teoriji lahko definiramo samo zadnjo identitefo,
(67d). Ce v tretji enacbi (67¢) namesto d, upoStevamo izraz iz pravila
teéenja (54b), dobimo:

(InJp) =tufyo:f1 = (nJpy) =yufo.f], (68)
ki ima zanimivo sporodilo, in sicer, da je hifrost volumenske spre-
membe plasticnega dela deformacije enaka nic, ce je gradient funkcije
fecenja, 1. o-f, deviatorski fenzor. Sled deviatorja je namre& enaka nic.
0 tem smo razpravljali Ze na koncu razdelka 2 v zvezi z reSevanjem
elastoplastiénih nalog v podro¢ju majhnih deformacij in ob uposteva-
nju von Misesove funkcije tecenja.

Zdaj si oglejmo Se veli¢ino, ki izraza samo spremembo oblike delca, ne
pa tudi njegove prostornine. Totalno deformacijo delca (1j. spremembo
prostornine in oblike) lahko opiSemo z desnim Cauchy-Greenovim de-
formacijskim tenzoriem € = F'- F, (11b). Determinanta te veli¢ine je
det(C) = det(F") det(F) = J2, kar pomeni, da je sorazmerna spremembi
prostornine delca (glej (63)). Zato lahko veli€ino za opis samo spre-
membe oblike delca definiramo z volumensko neviralizacijo obravna-
vanega tenzorja C. Torej:

C=F"-F=7?3c, (69a)

kierje F=J"’F = det[Cl=1, det[F]=1, (69b,c,d)

od koder je razvidno, da se deferminanta novega tenzorja C s asom
ne spreminja. Ce ga materialno odvajamo, dobimo (glej tudi en. (53)
v (Rojc, 2005))

C=PC -2 Cdivw
=277 (F"-d-F-1F" -Fur[d)) =27 F" - (d —Lu[d]1)-F,
(70a)

ai FT-C-F'=2dev[d], (70b)
kjer je v vektor trenutne hitrosti delca. Z en. (67a) smo ugotovili, da je
fr(d) povezan s hitrostjo volumenske deformacije (primerjaj (67a) z
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(63c)), kar pomeni, da predstavlja dev(d) =d - }tr(d)1 fisti del Euler-
Jeve hitrosti deformacije d, ki opisuje samo spremembo oblike delca in
ne njegove prostornine, namreé tr(dev(d))=0. Iz fega vidika je z en.
(70b) pojasnjen fudi pomen materialnega odvoda €. Matematicni ope-
raciji fr(s) in dev(s) Eulerjeve hifrosti deformacije d imata zanimiv
fizikalni pomen, podobno kot v linearni teoriji (glej razdelek 2). V ma-
terialnem opisu jima ustrezata materialni odvod skalarne funkcije
J = (det(C))* in materialni odvod volumensko neviraliziranega tenzor-
ja C, pri éemer moramo za operator vzvrata in vrnitve upostevati volu-
mensko neviralizirani deformacijski gradient F in njegov obrat F'.

3.4 Alternativne oblike konstitutivnih enaéb s von Misesovo
funkcijo teéenja

V primeru von Misesove funkcije fe¢enja dobijo splodne konstitutivne
enacbe (44) konkretnejSo obliko. Za funkeijo teéenja upoStevajmo
izraz, poznan iz geometrijsko linearne teorije (glej npr. (91) v razdelku
2):

£, V) =4[% |devit]]| -Y(ey), (7a)
ldevizl| = (dev(rl:dev[z])?, dev[t]=T- % uft]l (71b,c)

Zgorqj je Y napetost feCenja in e, ekvivalentna plastiéna deformacija
enoosnega napetostnega preizkusa. Oba parametra,. ¥ in &,, enako-
vredno nadomeS$€ata skalarja g in y iz prejdnjih podrazdelkov. Po-
sebnost funkcije (71a) je v tem, da je njen odvod po T deviaforski
tenzor, ki zagotavlja nestisljivost plastiénega dela deformacij (dokaz je
na koncu prejSnjega podrazdelka). Torej:

8:f=\¥%)n, n= dev[t]/|dev(t]| (72a,b)

= o il Sbal (72c,de)

Ceprav je enadba (72c) (ali (72d ali e)) z obliko funkcije te¢enja avio-
mati¢no izpolnjena in jo zato lahko izlo€imo iz niza konstitutivnin enacb
elastoplasticnega materiala, ima pomembno viogo pri formiranju
racunskih algoritmov. O tem se bomo prepricali v drugem delu pri-
spevka, (Rojc, 2007).

Zaradi (72a) lahko pravilo tecenja (44d), j. - Ab. = 62 d.f - b,, zapi-
Semo fakole

~%be = é,+/6n-b,, —F- 0(C,”)F = é,/6n-b.. (73)

Ce upostevamo namesto (44d) drugo obliko, (54b), dobimo:
(74)

dy= & %0,

iz katere zaradin:n =1 sledi klasiéna zveza med hitrostjo ekvivalentne
plasticne deformacije e, in d, ki je poznana Ze iz aditivne teorije:

(79)

ép = % (dy:dy)™.
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Za kovinske materiale lahko uvedemo dolognej$o obliko tudi za ener-
gijsko funkcijo & . Zaradi majhnih elastiénih deformacij in plastiéne ne-
stisljivosti moremo zanjo privzeti sirogo delitev na volumenski in devia- -
torski del odziva. Zato predpostavimo tako kot v (Simo,1988), da je
energijska funkcija ¥ razdvojena na volumenski in deviatorski - pre-
oblikovalni del. V ta namen vpeljimo namesto b, novo, tj. volumensko
neviralizirano spremenljivko b, (glej npr. en. (69a)), katere determi-
nanta se s ¢asom £ ne spreminja, torej;

b.=J:%b,, det[b.]=J2detlb]=J2J2=1. (76)

in definirajmo energijsko funkcijo ali tudit. i. razdvojeno elasticno defor-
macijsko energijo W takole:

¥=W(b) = U(e) + Yap (tu[be] - 3), (770)

Je = det[F.] = det[(b.)"]. (77b)

Pri tem je 1 tako kot v linearni teoriji strizni modul, kompresijski modul
Kk pa je skrit v volumenskem delu U. Zaradi privzete funkcije teenja je
plasticni del determinante konstanten, J, =1, in zato J = J (glej en..
(72d,e)). Torej lahko U izrazimo tudi kot funkcijo determinante J total-
ne deformacije. Ce upostevamo W(b.) v (44c), dobimo za Kirchhoffov
napetostni tenzor T in njegovo sferiéno in deviatorsko komponeto T, 0zi--
roma dev(t) naslednje izraze (Simo, 1988), (Simo, 1998): i

t=20p. W be=J. U(J) 1+ udev[b.], (78a) -

to=Jp=Y, teft]= L. U, devit]=pudev[b.]=J:” udevlbe].

(78b,c)

S pomogjo zadnje zveze in pogoja fe€enja = 0 lahko ob upostevanju
funkcije (71a) izrazimo normo |dev(be)| takole: | dev(be)[=Jy "V Y/u.
Ker je za kovine slednji izraz reda velikosti 10°, moremo v skladu z
aproksimacijo (61d) v tem primeru aproksimirati tudi pravilo fe¢enja
(73):

~%be=éprH tilbeln, —F:0(Cy ) F = ¢, /% tr[beln.  (79)

Namesto razdvojene oblike elasti¢ne energije (77) je v literaturi upo-
rabljena lahko tudi nerazdvojena energijska funkcija, npr. (Simo, 1985);

W(be) = U(J.) + Y2 p (trfbe] — 3 - 2 InJo). (80)

Sferi¢na in deviatorska komponenta napetostnega tenzorja sta v tem
primeru podani z:

to=Jp= Ytltl=J. UUe) +pu( Y tr[be] -1), (81a)

dev[t] = u dev[be]. (81b)
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Opazna razlika je v izrazu sferiéne komponente napetosinega tenzorja
(primerjaj z (78b)). V (81a) je sferiéna komponenta sestavijena iz dveh
delov: odvoda funkcije determinante J.=J in sledi elastinega dela
deformacijskega tenzorja, 1. ir(b.). V fej komponenti sta prisoini dve
materialni konstanti: ena je Ze omenjeni strizni modul u, druga je v funk-
ciji U(J) in jo oznacimo z A, saj ne more predstavljati kompresijskega
modula x kot v prejSnjem primeru W(b.). Zanimivo je fudi, da obeh

konstant, A in w, ne moremo zdruZiti v eno kot npr. v geomefrijsko i-
nearni teoriji (glej en. (1) in (6)). ZdruZitev je mozna v primeru majh-
nih elastiénih deformacij, ko lahko determinanto J; aproksimiramo z
linearnim izrazom J; = Y(ir(b.) - 1). Kljub tej moznosti, ki bi jo lahko
uporabili za kovinske materiale in tfudi mnoge druge, pa se bomo v
drugem delu prispevka (glej (Rojc, 2007)), pri formuliranju numeriénih
algoritmov tej aproksimaciji izognili.

V prispevku je podana izpeljava in analiza konstitutivnin enaéb hiper-
elasto-plastiénega modela kovinskin materialov. Analiza je bila
opravljena z vidika vpliva oblike funkeije teenja na hitrost plastiéne
volumenske deformacije. Posebna pozornost je bila posvecena
fizikalno-mehanskemu pomenu posameznih spremenljivk, ki nastfo-
pajo v omenjenih konstitutivnih enaébah, in seveda fudi pomenu dveh

matemati¢nih operacij tr(s) in dev(e), s katerima razdelimo tenzorske
spremenljivke na sferiéni in deviatorski del oziroma izofropni in
brezsledni del (glej (Kuscer, 1994)). Fizikalni pomen omenjenih delov
posameznih mehanskih veli¢in pa ima pomembno viogo pri oblikova-
nju numeriénih postopkov za reSevanje konstitutivnih enaéb, ki bo
predmet drugega dela prispevka.
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Povzetek | V prispevku je predstavljen problem, pri katerem tekogino v zaprti,
porozni kotanji izpostavimo vertikalnim temperaturnim in snovskim gradientom. Zaradi
kombinacije termicnih in snovskih vzgonskin sil, ki so posledica spremembe gostote
fekoCine, se sproZi proces naravne konvekcije, v tem primeru imenovan naravna konvek-
cija zaradi dvojne difuzije. Primer je reSen z uporabo robno obmocne infegralske metode
(ROIM), ki predstavlja dopolnitev mefode robnih elementov (MRE). Za modeliranje
podanega prenosnega pojava so uporabljene modificirane Navier-Stokesove enacbe v
obliki ohranitvenih zakonov mase, gibalne veli€ine, energije in snovi. Vodilne parcialne
diferencialne enacbe so izpeljane z uporabo hitrostno vrtinéne formulacije (HVF), z
ustreznimi osnovnimi reSitvami (Greenovimi funkcijami) prevedene v integralsko obliko,
zapisane v diskretni obliki in reSene z uporabo numeriénega modela. Predstavljeni so
nekateri rezultati numeri¢nega izracuna za razliéne parametre, ki vplivajo na rezim
konvektivnega toka, podana pa je tudi primerjava z izsledki Ze objavljenih Studij.

Summury | The problem where fluid in a closed porous cavity is exposed to vertical
heat and mass gradients is presented. Due to the combined effects of temperature and
concentration driving bouyancy forces as a result of the density gradients, the natural
convection process occurs, usually named double diffusion natural convection. The
problem is solved using the boundary domain integral method (BDIM) as an extension of
the boundary element method (BEM). The stated transport phenomenon is modeled by
the modified Navier-Stokes equations, represented in the form of conservation laws for
mass, momentum, energy, and species. The governing sef of parfial differential equations
is written according fo the velocity vorticity formulatfion (VVF), with the use of appropriate
fundamental solutions (Green functions) further transformed info integral equations,
discretized and finally solved with a numerical model. Some numerical results for different
governing parameters of convective flow are presented and compared with the published
studies.
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1+UVOD

Konvektivni fok v porozni snovi, zasiéeni s fluidom, je v praksi zaradi
mnogih inZenirskih in tehnolodkih aplikacij pomemben pojav in je v
zadnijih letih predmet Stevilnih raziskav. V literaturi lahko zasledimo
mnogo $tudij, ki obravnavajo problem naravne konvekcije, povzro-
¢ene zaradi termicnih vzgonskih sil, manj pozornosti pa je posvecene
problemom s sodelujo¢imi termiénimi in snovskimi vzgonskimi si-
lami, fako imenovani naravni konvekciji zaradi dvojne difuzije, ki je
predmet nasega dela. Prakti¢en primer je recimo transport viage v
slojih toplotne izolacije ali pa disperzija kontaminantov v zasicenih
zemljinah. V objavljenih Studijah lahko zasledimo rezultate za poroz-
no kotanjo, kjer so vertikalne stene izpostavljene femperaturnemu in
koncentracijskemu gradientu, horizontalni porozni sloj fer druge
geomefrije. ReSifve za prenos toplote in snovi v vertikalni porozni
kotanji, dobljene z uporabo Darcyjevega modela, so podane v delih
(Trevisan, 1885, 1986) in (Alavyoon, 1993). Numeriéna reSitev dvoj-
ne difuzije za primer nasprotnih vzgonskih sil (vi§ja temperatura na
eni vertikalni steni in vi§ja koncentracija snovi na drugi) je podana v
delih (Alavyoon, 1994) in (Angirasa, 1996). Darcy-Brinkmanova for-

mulacija, ki daje fizikalno realneje rezultate predvsem pri manj po-
roznih snoveh, je uporabljena v delih (Goyeau, 1996) in (Nithiarasu,
1996) s poudarkom na analizi vpliva ¢lenov dodanih Darcyjevi
enacbi na skupen prenos toplote in snovi skozi kotanjo. Za reSevanje
osnovnih enacb so v omenjenih Studijah uporabliene metoda konénih
volumnov in metoda konénih razlik.

V naSem prispevku je za izracun prenosa toplote in snovi po porozni
kotanji uporabljena Darcy-Brinkmanova formulacija, kjer je gibalna
enacba ekvivalent Navier-Stokesovi gibalni enacbi za &isto tekogino.
Enabe so zapisane na makroskopskem nivoju s povprecéenjem
mikroskopskih enaéb za Eisto feko€ino preko reprezentativnega ele-
mentarnega poroznega volumna. Osnovne enacbe so reSene 2
uporabo ROIM, ki je izpeljanka klasiéne MRE. Metoda je bila v nekoliko
spremenjeni obliki Ze uspesno uporabliena za reSevanje konvekfivnega
toka v porozni snovi kot posledice temperaturnih gradientov (Jecl,
2000, 2001, 2003, 2005). V fem €lanku pa bomo podali reSitve dvojne
difuzije oziroma konvektivnega toka zaradi temperaturnih in snovskih
gradientov.

2+ OSNOVNE ENACBE

Makroskopske enacbe ohranitve mase, gibalne veli¢ine, energije in
snovi so zapisane z upoStevanjem dejstva, da je samo del volumna, ki
je izraZen s poroznostjo, na voljo za fok tekogine, hkrat pa veljajo Se
naslednje predpostavke:

- frdna faza porozne snovi je homogena, izotropna in nedeformabilna,

- teko€a faza oziroma teko€ina je nestisljiva, viskozna in newtonska,

- porozna snov je zasiéena, kar pomeni, da so vse pore zapolnjene
s tekocino,

- povprecni temperaturi trdne in tekoce faze sta enaki — porozna snov
je v termodinamiénem ravnovesju in tako energijske spremembe ali
tudi foplotno obnasanje porozne snovi zapiSemo z eno samo enacbo
za povpre¢no temperaturo.

Sistem sestavljajo kontinuitetna in gibalna enacba ter enacbi ohranitve

energije in snovi v obliki:
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Uporabljeni parametri so: v; ita komponenta filtracijske hitrosti x
i-fa koordinata, ¢ poroznost, f &as, p gostota fekodine, v kinematicéna
viskoznost, dp/ax; tlaéni gradient, g; gravitacijski pospesek in K pre-
pustnost porozne snovi. Povezava med gostoto, temperaturo in kon-
centracijo je podana s funkcijo F v obliki: F = (p - po)/po=-(B:(T - T)
+ (Bo(C - Gy)), Kjer je po referencna gostota tekocine pri temperaturi
To in koncentraciji Cy, Br je koeficient temperaturnega volumenskega
raztezka, B pa koeficient snovskega volumenskega raztezka. Nadalje
sta (pe)r in (pc)s toplotni kapaciteti za tekoo in trdno fazo, T je tem-
peraturg, A, efektivna toplotna prevodnost porozne snovi podana kot
As = 0A:+ (1 — ) As Kjer sta A, in A foplotni prevodnosti za tekocino in
trdnino. V zadnji enacébi C predstavlja koncentracijo, D pa snovsko di-
fuzivnost. Gibalna enacba (2), imenovana tudi Darcy-Brinkmanova
enacba, ima v nasem primeru dva viskozna &lena. Prvi viskozni je
obi¢ajen Darcyjev €len (irefji na desni), drugi pa je Brinkmanov ¢len
(Getrti na desni), ki je analogen Laplaceovemu ¢lenu v Navier-Stokeso-
vi enacbi za Cisto tekoéino. Z Brinkmanovo enaébo lahko zadovoljimo
brezzdrsnemu robnemu pogoju (no-slip boundary condition) oziroma
pogoju, da je hitrost na neprepustnih robovih, ki omejujejo porozno
snov, enaka ni¢. Pomembno je poudariti, da je ta gibalna enacba neke
vrste interpolacija med Navier-Stokesovo enacbo za Eisto tekocino in
Darcyjevim zakonom. V limifi, ko se poroznost priblizuje enoti (¢ — 1)
in gre poslediéno prepustnost proti neskonénosti (K — <), se namreé
Brinkmanova enacba prevede v Navier-Stokesovo enaébo za gisto
tekocino, ko pa se vrednost prepustnosti zmanjSuje in priblizuje ni¢
(K — 0), postane Brinkmanov ¢len zanemarljivo majhen in gibalna
enacba (2) se prevede v Darcyjev zakon (Bear, 1991).
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3+ ROBNO OBMOCNA INTEGRALSKA METODA

Robno obmoéna integralska metoda predstavija alternativo do sedaj
najpogosteje uporabljanim numeriénim metodam za reSevanje siste-
mov nelinearnih parcialnih diferencialnih enacb, kot so metoda konénih
elementov, metoda konénih razlik, metoda konénih volumnov. Klasiéna
metoda robnih elementov se uporablja predvsem za reSevanje poten-
cialnih problemov, pri emer reSujemo samo robne integrale oziroma
neznanke samo na robu. Z robno obmocno integralsko mefodo pa
lahko reSujemo tudi zapletene difuzivno-konvektivne probleme, pri kate-
rih se kot neznanke v sistemu diskretnih enacb pojavijajo tako robne kot
obmoéne vrednosti spremenljivk — reSujemo torej tako robne kot ob-
mocne integrale, kar je dalo mefodi tudi novo ime. Preden uporabimo
ROIM na osnovnih enaébah, jih moramo ustrezno modificirati.
Viskoznost v gibaini enaébi razdelimo na konstanten in spremenljiv del
v =¥ + ¥, tako da se Brinkmanov €len zapiSe v dveh delih in enacba
(2) preoblikuje v:

v, o'V, 1 op V‘?" _ o, P
Lo L oot Sl mAE :
o ox; Do OX, S Y o ax, a + ( VE; ), (5)

kier je v modificirana hitrost v} = vi/¢, &; pa je deformacijski fenzor
& =1/2(av}/ax; + avj/dx;). Podobno kot kinematiéno viskoznost raz-
delimo tudi fermiéno difuzivnost ap, ki je definirana kot @, = A./(pc)s, in
snovsko difuzivnost D na konstanten in spremenljiv del: @» = G» + Gp,
D = D + D .Ce vkljuéimo $e izraz za razmerje toplotnih kapacifet
o=¢+(1- ¢)pc)/(pc), lahko energijsko in snovsko enacbo za-
piSemo kot:

adr. | .97 a3, 9T, -0 (G 0L

por ax, ¢ oxdx, {aﬁ axj.]' ®
ac _C D 9°C 9 (DacC

o @)
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V naslednjem koraku zgoraj podane enacbe transformiramo z uporabo
hitrostno-vrtinéne formulacije, tako da se racunska shema razdeli na
kinematiéni in kinefi¢ni del (Skerget, 1999). Vpeljemo vekior vriin&nosti
@, ki je po definiciji rotor hitrostnega polja @; = ex(dv/dx), kier je e
permutacijski tenzor. Ker so numericni rezultati v pri¢ujoéem prispevku
omejeni na dvo-dimenzionalni problem, bodo vse enacbe v nadaljevan-
juzapisane samo za primer ravninske geometrije. Kinematika se sedaj
zapiSe v obliki eliptiéne hitrostne vektorske enacbe kof:

azv‘. dw

- =0. :
oz, Vox, ®

Kinetika je podana z enacbo vrtinénosti, energijsko in snovsko pre-
nosno enacbo.

Transportno enacébo vrtinénosti dobimo s transformacijo Brinkmanove
gibalne enacbe (5) in se zapise kot:

?ﬂ_f_v’ﬁai aza)' +e aF le '.;.i. ﬁ% +af
oo, i, K" " ox,| ox

i

kjer je @' madificirana vrtinénost @' = /¢, f; pa prispevek zaradi
udinkov spremenljivih lastnosti snovi. Enaébe (6), (7), (8) in (9) pred-
stavljajo vodilni nelinearni sistem enacb, ki jih moramo zapisati v infe-
gralski obliki. To storimo z uporabo mefode uteZnih ostankov v kom-
binaciji z ustreznimi Greenovimi funkcijami oziroma osnovnimi
reSitvami. Integralska oblika enacbe kinematike se zapise kot:

AEW(€)+ [vig'dl = j%u'd.(2+ [bude2. (10)
r 2 an’ el

kier je by ¢len telesnih sil, b, = g;0w/9dx; in u™ eliptiéna Laplaceova
osnovna resitev, g* pa njen odvod, g* = au”/an. Parameter ¢(&) pred-
stavlja geometrijski koeficient, ki je odvisen od lege izvorne tocke &, I”
pa je rob ra¢unskega obmogja £2. Z nadaljnjim preoblikovanjem (Sker-
gef, 2005) in uporabo Gaussovega divergenénega teorema lahko inte-
gralsko obliko za kinematiko zapiSemo v obliki:

A(EW(E)+ [vgdr =e, [v,qdr -e, [ag,dQ. an
! il X frl

Za numeriéno aproksimativno resitev moramo pripadajoéo robno ob-
moé&no integralsko enagbo zapisati v diskretni obliki, tako da robne in
obmocne integrale aproksimiramo z vsoto integralov po posameznih
robnih elementih in notranjih celicah. Po diskretizaciji raéunskega ob-
mocja, vpeljavi vplivnih matrik in upoStevanju robnih pogojev zapisemo
naslednji matriéni sistem:

[}y }=e,[H,Yv,}-e,[D, Jo}. (12)

kier so (H), (H) in (D) matrike, sestavljene iz integralov, ki predstavijajo
integracijo po robnih elementih in notranjih celicah, zapisanih za vsa
robna in nofranja vozlis&a.

Integralski zapis za enaébo vrtinénosti, temperature in koncentracije
izhaja iz nehomogene elipticne difuzivno-konvektivne enaébe (Jecl,
2003):

(13)

kjer je u poljubna funkcija polja (vrtinénost, temperatura, koncentra-
cija), spremenljivka p je definirana v skladu z ohranitvenim zakonom,
b pa je nehomogeni del felesnih sil. ZapiSemo lahko naslednjo infe-
gralsko enaébo:
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cfg)u(§)+pj ar= I(p———av ]dr+ [pu'd, (14

kier je u’ elipticna difuzivno-konvektivna osnovna resitev. Glede na
zgoraj zapisano enaébo sledijo sedaj izpeljane integralske enacbe za
kinetiko vrtinénosti, temperaturo in koncentracijo:
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kier je  U" modificirana difuzivno-konvektivna osnovna resitev in je
" U'=vu v gibalni enadbi, U = @x/du v energijski enadbiin U = D/¢u’v
snovski enaébi. V naslednjem koraku pripadajoée robno obmocne
integralske enacbe zapiSemo v diskretizirani obliki tako, da robne in
obmocne infegrale aproksimiramo z vsoto integralov po posameznih
robnih elementih in notranjin celicah. Sledi matriéna oblika za vrtinéno,
temperaturno in koncentracijsko kinetiko:

[Ffe}= —[G V——ﬂ)v +e;8,Fn, +f}nj}
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(20)

Sistem disketiziranih enacb (12), (18), (19) in (20) se resi kot vezani
sistem kinetike in kinematike z upoStevanjem ustreznih robnih pogojev.

Dobljen implicitni sistem enacb je hkrati zapisan za vsa robna in ob-

mocna vozlis¢a, kar rezultira v polni sistemski matriki, ki vsebuje tako
vplive difuzije kot konvekcije. Numeriéna shema je stabilna in natang-
na, vendar za reSevanje potrebuje veliko raéunalniS8kega spomina in
¢asa. Zaradi tega se uporabi tehnika podobmodij, kjer se celotno ob-
mocje izraéuna razdeli na podobmogja, kar bistveno skraj$a raéunski
¢as. Konéni sistem enacb se dobi z zdruZevanjem sistemov enacb za
posamezno podobmodje ob upostevanju ustreznih kontinuitetnih pogo-
jev na vmesnih robovih. Sistemska matrika je fako bolj prazna in
primernej$a za iterativni izraéun. V podanem primeru je vsako podob-
mocje sestavljeno iz Stirih nezveznih 3-+tockovnih kvadratnih robnih ele-
mentov in ene zvezne 9-tockovne kvadratne obmocne celice (Jecl,
2003).

4 » NUMERICNI PRIMER

lzraBun je opravijen za kvadratno kotanjo z razmerjem stranic

UGinkovitost in pravilnost opisane numeriéne metode se je festirala na
primeru naravne konvekcije v kvadratni kotanji zapolnjeni s porozno
snovjo, ki je ob straneh izpostavljena razliénim vrednostim temperature
T in koncentracije C (T, in C; na levi steni ter T in C; na desni strani),
horizontalne stene pa so toplotno in snovsko neprevodne. Predpostavi-
mo, da je porozna snov homogena in nedeformabilna fer v celofi
zasic¢ena s teko€ino. Nadaljnje predpostavke so Se, da sta poroznost in
prepustnost porozne snovi konstantni, teko€ina, ki zapolnjuje pore pa
je newfonska in v termiénem ravnovesiju s frdo fazo. Geometrija in robni
pogoji zasfavljenega problema so razvidni iz slike 1.

Gradbeni vestnik «

letnik 56 « februar 2007

A=H/D =1 prirazliénih vrednostih Darcyjevega Stevila Da = A(K/ H?),
kier je A = 1/¢ in modificiranega fermi¢nega Rayleighevega Stevila
Ra; = Ra:DaA, Rar = gB:DPAT)va;, kier je ar termi¢na difuzivnost teko-
¢inske faze, A pa razmerje toplotne prevodnosti tekoginske faze in
efektivne toplotne prevodnosti definirane v poglavju 2, A = A4/A.. Ostali
parametri problema so 3e Lewisovo Stevilo Le = Sc/Pr, kier je Se
Schmidtfovo Stevilo, Sc = v/D, ki predstavlja razmerje med kinematiéno
viskoznostjo in snovsko difuzivnostjo, Prandtlovo &tevilo Pr, Pr = v/q, ki
je razmerje med kinematicno viskoznostjo in termi¢no difuzivnostjo ter
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Slika 1 » Geometrija kotanje ter robni pogoji

vzgonski koeficient N, ki pove razmerje med vplivom termiénih in
snovskih vzgonskih sil definiran kot N= BcAC/B:AT.

Zaradi poenostavitve izraGuna smo upostevali vrednosti razmerja
toplotnih prevodnosti in toplotnih kapacitet A = ¢ = 1, za vrednost po-
roznosti pa ¢ = 0.5. Uporabljena je neekvidistantna raéunska mreza
velikosti 20 x 20 podobmogij z zgostitvami na robovih, pri éemer je raz-
merje med najkraj$o in najdaljSo stranico r = 6.

Skupen prenos foplotfe in snovi skozi kotanjo podajata Nusselfovo in
Sherwoodovo Stevilo, ki sta definirani kot:

Sh=—lj[%:lﬂdy- @)

| BT]
N b | B L]
G J[ax x=0dy

Preglednica 1« Povpreéno Nusseltovo Steviloza N=0, Le =1

Prvi izraéunan primer je naravna konvekeija zaradi delovanija termiénih
vzgonskih sil N = 0, za Le = 1, fer vrednosti Ra"= 100in Ra = 500
pri razliénih Darcyjevih Stevilih, in sicer za Da = 107- 107, Skupen
prenos toplote je v fem primeru enak skupnemu prenosu snovi torej
sta vrednosti Nusselfovega in Sherwoodovega Stevila identiéni. Re-

zultati so podani v preglednici 1 in primerjani z deli (Jecl, 2003) in
(Lauriat, 1989), kjer je obravnavan problem konvektivnega toka v po-
rozni kotanji samo zaradi termiénega gradienta.

Preglednica 2 « Povpreéno Nusseltovo in Sherwoodovo Stevilo
2aDa=107,le=10,N=0

V preglednici 2 so zbrani rezultati za primer skupnega prenosa toplofe
in snovi za Darcyjev model (Da = 10°7), pri vrednostih Le = 10, N = 0, fer
Ra’ = 100in Ra'= 200. Se vedno gre za konvekcijo izkljudno zaradi
termiénih vzgonskih sil, ki povzrogi tudi prenos snovi po kotaniji. Zaradi
vecje vrednosti Lewisovega Stevila je pri doloéenem Rayleighovem
Stevilu prenos snovi vedji od prenosa toplote. Sherwoodovo $tevilo tako
narad€a z vrednostmi Le in Ra’, medtem ko Nusseltovo Stevilo v
primeru N = 0 ni odvisno od Lewisovega Stevila pri dolodenem Ra'.
Iz primerjalnih preglednic je razvidno, da so rezultati, dobljeni po opi-
sani metodi, primerljivi z objavljenimi, dobljenimi z uporabo drugaénih
modelov in postopkov reSevanja, kar potrjuje pravilnost zastavljene
numericne sheme.

Naslednji izraGunani primer, katerega rezultati so podani v preglednici
3 je konvekcija zaradi sodelovanja termiénih in snovskih vzgonskih sil
za vrednost koefigienta N = 1, pri Ra"= 100 in Da = 107, Da = 107 in
Da =107. Vzgonski sili fokrat delujeta z enakim vplivom.

Preglednica 3 « Povpreéno Nusseltovo in Sherwoodovo Stevilo
ZaRa*=100,le=10,N=1

Struktura toka, potek temperaturnega in koncentracijskega polja
za primer dvojne difuzije za vrednosti Da = 107 (Darcyjev model) in
Da =107 (tipiéen Darcy-Brinkmanov model) so prikazani na sliki 2.

Opazimo lahko, da so fokovnice za Da = 107 najbolj gosto razporejene
blizu vertikalnih robov, kar nakazuje, da se tam pojavijajo najvisje
hitrosti. Tak rezultat je pri¢akovan zaradi osnovne lastnosti uporabljene
Brinkmanove enadbe, ki za majhne vrednosti prepustnosti (in s tem
povezanega Darcyjevega Stevila) daje vrednosti, kot bi jih dobili z upo-
rabo klasiéne Darcyjeve gibalne enadbe, po kateri velja, da je hitrost
najvedja prav na robu (enacba namre¢ ne more zadostifi brezzdrsne-
mu robnemu pogoju). Za primer Da = 10 pa vidimo, da postaja vpliv
robnih pogojev na hitrostno polje zaznaven, viskozni Brinkmanov ¢len
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Slika 2 = Tokovnice, izoterme in érte koncentracijskega polja za Ra"=100, Le=10, N=1; zgoraj Da=10", spodaj Da=10?

» postane namre¢ pomemben in vpliva na upogasnitev toka v bliZini
vertikalnih robov, prav tako pa se tudi mesto nastopa najvedje hitrosti
pomakne proti centru kotanje.

Razporedifev izoterm kaze, da je pri majhnem Darcyjevem Stevilu kon-
vektivno gibanje znofraj kotanje moéno, ob robovih levo spodaj in
desno zgoraj nastopajo veliki temperaturni gradienti. Ko pa Darcyjevo
Stevilo naraste, postanejo viskozni vplivi pomembni, kar povzrodi, da
postane razporeditev izoterm bolj enakomerna, kar je rezultat skup-
nega udinka procesov kondukcije in konvekcije.

Polje koncentracije kaze klasi¢no plastovito strukturo, pri kateri se prav
tako opazi vpliv dodatnega viskoznega &lena. Pri vecjem Darcyjevem
Stevilu so koncentracijski gradienti ob steni manjsi, kar je vpliv pove-
¢evanja viskoznih sil, ki so zajete z Brinkmanovim ¢lenom. Prenos
mase po porozni kotanji se veGa z manjdanjem Darcyjevega Stevila
(Da— 0), ko se vpliv viskoznega Brinkmanovega ¢lena v gibaini enac-
bi zmanjsuje.

5 « SKLEP

V prispevku je predstavijen izraéun problema naravne konvekcije zara-
di dvojne difuzije v kvadratni porozni kotanji z robno obmoéno integral-
sko metodo. Prikazana je teoretiéna osnova za numeriéno modeliranje
prenosnega pojava, izpeljan numeriéni algorifem pa festiran na konk-
refnem primeru. Rezultati so ovrednoteni posebej za vpliv fermiéne
vzgonske sile fer za vzajemni vpliv fermiéne in snovske vzgonske sile
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na skupen prenos foplote in snovi. Z uporabo Brinkmanove gibalne
enacbe se lahko dolo¢a tudi vpliv Darcyjevega Stevila na konvektivni tok
v kotaniji. PoveCevanje Brinkmanovega viskoznega ¢lena vidno vpliva
na strukturo toka, prenos foplofe in snovi. Dobljeni rezultati se ujemajo
z objavljenimi Studijami, kjer so uporabljene drugaéne metfode reSevan-
ja, kar potrjuje pravilnost opisanega numeri¢nega postopka.
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28.ZBOROVANJE GRADBENIH KONSTRUKTORJEV

SLOVENIJE

Slovensko drustvo gradbenih konstruktorjev je
19.in 20. oktobra 2006 na Bledu organiziralo
Ze 28. zborovanje gradbenih konstruktorjev
Slovenije. SreGanja, ki je drugi¢ zapored
potekalo v veliki konferenéni dvorani hotela
Golf, se je udeleZilo 143 domacih in tujih
strokovnjakov s podrocja gradbenistva, ki so
skupaj predstavili 27 prispevkov. Vsi prispevki
so bili v celoti objavljeni v tiskani publikaciji
zborovanja. Udelezence zborovanja so nago-
vorili Zupan obcine Bled, g. JoZze Antonic,
dekan Fakultete za gradbenistvo in geodezijo
Univerze v Ljubljani, izr. prof. dr. Bojan Majes in
dr. Miroslav Pregl z Direktorata za prostor pri
Ministrstvu za okolje in prostor. Na otvoritev
smo povabili tudi ministra za okolje in prostor,
g. Janeza Podobnika, ki se zaradi neodloz-
ljivih obveznosti zborovanja Zal ni maogel
udeleZiti, v svojem pismu pa je poudaril, da se
zaveda velikega pomena tovrstnih srecanj za
razvoj stroke in izmenjavo izkuSenj ter nam
zaZelel uspesno delo.

predstavil zasnovo in posamezne tehnicne
reSitve iz idejnega projekta sovpreznega
mostu s poSevnimi kabli preko Save v Beo-
gradu, ki so ga izdelali na podlagi pogodbe,
sklenjene po zmagi na mednarodnem na-
teCaju. Most, izveden po tem projekiu, z
200 m visokim unikatnim pilonom stozCaste
oblike, bo s svojimi razponi pomenil svetovni
rekord v kategoriji sovpreznih mostov z enim
pilonom.

Tako kot Ze nekaj zadnijih let je vsebina drugih
objavljenin in predsfavijenih prispevkov
pokrivala Siroko podrogje dela gradbenih kon-
struktorjev. Tematsko smo jih razdelili v
naslednje sklope:

* Pofresna odpornost konstrukcij,
* Mostovi,

= Konstrukcije,

* Geotehnika in

 Gradbeni materiali, preiskave materialov in
konstrukcij.

Hozo Harun, univ. dipl. inZ. grad.;
Bogomir Ipavec, univ. dipl. inZ. grad.;
mag. Branko Kidri€, univ. dipl. inZ. grad.;
JoZe Kocjan, univ. dipl. inZ. grad.;

dr. JoZe Lopatié, univ. dipl. inZ. grad.;
Viktor Markelj, univ. dipl. inz. grad.;

dr. Franc Saje, univ. dipl. inz. grad.;
Franc Zajamsek, univ. dipl. inZ. grad.

Nadzorni odbor:

Janko Mele, univ. dipl. inZ. grad.,;

dr. Miroslav Pregl, univ. dipl. inZ. grad.;
mag. Jelena Srpcié, univ. dipl. inZ. grad.

Castno razsodisce:

dr. Branko S. Bedenik, univ. dipl. inZ. grad.;
dr. Darko Beg, univ. dipl. inZ. grad.;
Ladislava Halas, univ. dipl. inZ. grad.

Po prvem delovnem dnevu zborovanja smo
se v vecernih urah sprostili na druzabnem
sre¢anju v restavraciji hotela Golf. Tam smo
se podprli z dobro hrano, spili kozar¢ek ali

Leto$nji vabljeni predavanii sta pripravila gost
iz sosednje Republike Hrvaske prof. dr. Jure
Radi¢ in slovenski projektant Vikior Markelj.
Prof. Jure Radié z gradbene fakultete v Zagre-
bu je predaval o ucinkovitem upravijanju z
velikimi mostovi kot kljuénimi objekti na cestni
infrastrukturi. Taki objekti zahfevajo glede
upravljanja in vzdrZevanja posebno pazljivost
predvsem v smislu preventivnega vzdrze-
vanja, saj sistemi za upravljanje z obi¢ajnimi
objekti zanje niso primerni. Viktor Markelj iz
InZenirskega biroja Ponting v Mariboru je

V okviru tokratnega zborovanja je potekala
tudi redna skups¢ina drustva, na kateri so bili
za naslednije Stiriletno obdobje izvoljeni pred-
sednik in podpredsednik drusiva, ¢lani iz-
vrinega in nadzornega odbora ter éastnega
razsodiséa:
* Predsednik: Viktor Markelj, univ. dipl. inZ.
grad.;
* Podpredsednik: dr. JoZe Lopati€, univ. dipl.
inZ. grad,;
* IzvrSni odbor drustva:
Vukasin Aéanski, univ. dipl. inZ. grad.;
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dva, malo zaplesali in kar dolgo v no¢ pri-
jateljsko kramljali.

Z veseljem lahko zapiSemo, da priprave na
naslednje zborovanje Ze feCejo. Splo$no
mnenje udeleZencev je bilo, da so pogoji za
organizacijo zborovanja v hotelu Golf na
Bledu odliéni. Zato smo se odloGili, da bomo
tam pripravili tudi naslednje, 29. zborovanje
gradbenih konstruktorjev Slovenije, ki bo 18. in
19. oktobra 2007.

doc. dr. JoZe Lopati¢, podpredsednik SDGK
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SEMINARJI O EVROKODIH - PRVO OBVESTILO

S Pravilnikom o mehanski odpornosti in stabilnosti objektov (U. I. RS,
§t. 101, 11. november 2005) je doloéen rok, do katerega moramo vsi,
ki se ukvarjamo s projektiranjem gradbenih konstrukeij, v celoti zageti
upostevati evrokode, vkljuéno z nacionalnimi dodatki. Ker so predpisi
iziemno obseZni in uvajajo na vedini podroéij povsem nove pristope
in principe izradunov in konstruiranja posameznih konstrukcijskih ele-
mentov, se je Matiéna sekcija gradbenih inZenirjev InZenirske zbornice
Slovenije (MSG 1ZS) odlocila pomagati priizobraZevanju élanov.

Glede na to, da se vedno vedje Stevilo Elanov MSG IZS obraga na zbor-
nico po pomo¢ in tolmacenje posameznih problemov v zvezi z uporabo
evrokodov v praksi, je MSG IZS ustanovila delovno skupino, ki se ukvarja
z aktivnostmi v zvezi z uvedbo novih standardov, med katerimi je na
prvem mestu izobraZevanje €lanov. Na podlagi pridobljenih informacij in
vedenja o stanju na podrogju uvajanja evrokodov smo se na podrodju
izobraZevanja élanov matiéne sekcije gradbenikov skupaj s Fakulteto
za gradbenistvo in geodezijo odlodili za izvedbo dveh stopenj izobra-
Zevanja:

Na prvi stopnji izobraZevanja bodo podani splo$ni pregledi posameznih
EC, na drugi stopnji pa detfajinejSe predstavitve posameznega stan-
darda.

lzobraZevanja bodo izvajali sodelavei Fakultete za gradbenistvo in geo-
dezijo Ljubljana fer Zavoda za gradbenistvo Slovenije, ki so sodelovali Ze
pri pripravi in prevajanju evrokodov. Vsak od sluSateljev bo dobil delovno
gradivo, na podlagii katerega bo lahko sledil predavanjem. Po koncu
izobraZevanja pa bo izdan zbornik, ki bo na pregleden nacin povzel vse
najvaZnejSe novosti in predvsem razlike na podroju projektiranja.
Kofizacija za udelezbo na izobrazevanju bo javijena pri drugem obve-
stilu, ki bo sledilo v kratkem.

Prva stopnja bo obsegala osnovno znanje z vseh podrogij, ki jih zaje-
majo evrokodi.

Teéaji prve stopnje bodo potekali v Ljubljani v prostorih IZS in v Mariboru
(lokacija bo objavljena naknadno) v aprilu. Urnik $e ni dokonéen, de-
tajina obvestila in prijavnice bodo posredovane po posti Elanom matiéne
sekeije in objavljena na spletni strani IZS.

LJUBLJANA (prostori IZS):
02.04.2007 16:00-19:30  SISTEN 1990 - Osnove projektiranja kon-
strukcij,
SISTEN 1991 - Vplivi na konstrukcije
SISTEN 1992 - Projektiranje  betonskih
konstrukcij
04.04.2007 16:00-19:30 SISTEN 1993 - Projekfiranje jeklenih kon-
strukcij
SISTEN 1994 - Projektiranje  sovpreznih
konstrukci iz jekla in be-
tona
11.04.2007 16:00-19:30 SISTEN 1995 - Projekfiranje lesenih kon-
strukceij
SISTEN 1996 - Projektiranje zidanih kon-
strukcij

12.04.2007 16:00-19:30 SISTEN 1997 - Geotehniéno projektiranje
SISTEN 1998 - Projektiranje potresnood-
pornih konstrukeij

MARIBOR (lokacija bo javljena naknadn

16.04. 2007 16:00-19:30 SISTEN 1990 - Osnove projekiiranja kon-
strukei],
SISTEN 1991 - Vplivi na konstrukcije

SISTEN 1992 - Projektiranje  betonskih
konstrukcij
18.04.2007 16:00-19:30 SISTEN 1993 - Projektiranje jeklenih kon-
strukcij

SISTEN 1994 - Projektiranje  sovpreznih
konstrukeij iz jekla in be-
tona

23.04.2007 16:00-19:30 SISTEN 1995 - Projektiranje lesenih kon-
: strukcij
SISTEN 1996 - Projektiranje zidanih kon-
. strukeij
25.04.2007 16:00-19:30 SISTEN 1997 - Geotehnitno projektiranje

SISTEN 1998 - Projektiranje potresnood-

pornih konstrukcij

Druga stopnja bo obsegala poglobliena znanja s podro¢ja
posameznih Evrokodov, kjer bo za vsak posamezen standard organi-
zirano posebno izobraZevanje. Na tej stopnji bodo poleg kratke pono-
vitve teoretiénih znanj organizirane tudi delavnice z aplikativnim poda-
janjem znanj oz. primerjavo dela po starih in novih predpisih, kjer bodo
na konkretnih primerih in ob odprti diskusiji prikazane razlike in novosti
pri izraGunu posameznih vrst konstrukcij. Stevilo udeleZencev
posameznega fedaja bo omejeno na 35. Ce bo prijav ve¢, bo
izobraZevanje ponovljeno.

IzobraZevanje druge stopnje bo potekalo v Ljubljani v prostorih FGG v
maju, juniju, septembru, okfobru in novembru 2007. Predviden obseg
izobraZevanj na tej stopnii je naslednii:

SISTEN 1990, SISTEN 1991 - 83olskihur

SISTEN 1992 - 24 3olskih ur (skupaj z vplivom potresa
na armirano-betonske zgradbe)
SISTEN 1993 - 16 Solskih ur
SISTEN 1994 - 12 Solskih ur
SISTEN 1995 - 12 Solskih ur
SISTEN 1996 - 83olskihur
SIST EN 1997 - 12 Solskih ur
SISTEN 1998 - 12 Solskinh ur

Obvestilo o toénih datumih bo poslano po posti in objavijeno na infer-
netni strani IZS.

V letu 2008 bodo organizirana $e nekatera specialna izobrazZevanja
s podro€ja dimenzioniranja jeklenih konstrukcij na pofresno obtezbo,
jeklenih in betonskih mostov fer objekfov v cestogradnii.

Po koncanem izobrazevanju bo IZS izdala potrdila v skladu s Pravilnikom
0 obveznem izobraZevanju poobla$&enih inZenirjev.

Vabimo vse inZenirje, ki bodo v letu 2008 zavezani k uporabi evrokodov,
dase v &im vecjem Stevilu udeleZijo organiziranih izobraZevani.

Andrej Pogacnik, univ. dipl. inZ. grad.,
vodja delovne skupine za uvajanje Evrokodov v inZenirsko prakso
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KOLEDAR PRIREDITEV

Sth International Conference on Construction
Project Management (ICCPM 2007)
Singapur, Singapur
www.nfu.edu.sg/cee/iccpm_iccem

COE International Advanced School on Wind Effect on Buildings and
Urban Environment

Tokio, Japonska

www.wind.arch.t-kougei.ac.jp

6th ITS in Europe Congress and Exhibition
Aalborg, Danska
www.ertico.com

24th W78 Conference &
5th ITCEDU Workshop &
14th EG-ICE Workshop
Maribor, Slovenija
www.w78.uni-mb.si

Fachtagung

Arbeitsschutz am Bau

Berlin, Nemdija

www.befonverein.de/ 11 _downloads/Downloads/
flyer_ft_arbeitsschufz pdf

Ex (eksplozivna) zas€ita - pregled stanja predpisov (MSE)
IZS, Ljubljana, Slovenija
WWW.iZS.Si

4th SASITS International Conference & Exhibition
Pretforia, Juzna Afrika
www.itsinternational.com/events

Simpozij na temo geodetskih naértov (MSGeo)
IZS, Ljubljana, Slovenija
WWW.iZs.5i

Okrogla miza o strelovodni zaS¢iti (MSE)
IZS, Ljubljana, Slovenija
WWW.iZS.Si

Deutscher Bautechnik - TAG 2007
Mainz, Nemcija
www.bautechnikiag.de

BAUMA 2007

28. Internationale Fachmesse fiir Baumaschinen,
Baustoffmaschinen, Bergbaumaschinen,
Baufahrzeuge und Baugerdte

Muanchen, Nemcija

www.bauma.de

International Conference: Sustainable
Construction Materials and Technologies
Coventry, Anglija
www.uwm.edu/dept/cbu/coventry.himl

7th International Congress Concrete:
Construction’s Sustainable Option
Dundee, Skotska
www.c‘rucongress.co.uk

The Eleventh International Conference on Civil, SIrueturuI and
Environmental Engineering Computing

St Julians, Malta

www.civil-comp.com/conf or confact

IABSE Symposium

International Association for Bridge and Struerurul Engineering
Weimar, Nem¢ija

www.iabse2007.de

. 14th European Conference on Soil Mechanics
and Geotechnical Engineering: Geotechnical
Engineering in Urban Environments
Madrid, Spanija
www.ecsmge2007.org

75th IBTTA Annual Meeting and Exposition
Dunaj, Avstrija
www.ibfta.org

10th International Symposium on
Landslides and Engineered Slopes
Xi‘an, Kitajska
www.landslide.iwhr.com

17th International Conference for Soil
Mechanics and Geotechnical Engineering
Alexandria, Egipt
www.2009icsmge-egypt.org

Rubriko ureja « Jan Kristjan JuterSek, ki sprejema predioge

za objavo na e-naslov: msg@izs.si
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